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第 一 章 Green 图 数 


Green 函数 在 求解 常 微分 方程 边 值 问题 和 偏 微 分 方程 过 值 问 
题 以 及 初 边 值 问 题 中 有 着 特殊 重要 的 地 位 .Green 画 数 法 的 优越 性 
在 于 把 具有 任意 非 齐 次 项 和 各 任意 玉 值 的 定 解 问题 归结 为 求解 一 个 
和 十 的 边 值 问 题 , 它 仅 依 粮 于 微分 算 子 ,边界 条 忻 的 形式 和 区 域 的 
形状 ,一旦 求 得 了 相应 的 Green 汤 数 , 就 可 以 通过 辣 加 原理 给 出 原 
定 解 问题 的 解 . . 

在 本 章 中 ,我们 就 一 维 问题 和 多 维 问题 分 别 给 出 Green 了 本数 
的 定义 和 物理 意义 ,并 介绍 几 种 求 Green 通 数 的 方法 ， 


$1. 一 维 问 题 


11 问题 的 提出 


我 们 先 考 虑 简单 的 物理 模型 ， 设 有 一 根 拉 紧 的 均 名 且 柔 软 的 
es, 长度 1==1, 两 端 固定 , 存 稚 直 外 力作 用 下 当 落 达到 平衡 时 , 14 
. Te 32 5 JZ 48, . 

如 图 1 .1 建立 坐标 系 , RTLASƏE SF TE B] 52 FEER N 
Ox 轴 , IEAA) yor M] AR A F BE 82 ER xB it RE ER22 Bg 5] 34 S 
ECER N /myf0 CETE m). u TERHERE AF, 在 微小 位 
PREG F. ZAI KEAT 

-H rw] Ao, 
EPTO 2255 CRE AE REAR A Are 8 ge 
BL. ASS bt TYx)=1. ER AR A e ar A Paya Ei [nj gsi 


B 1 一 1 


-21 fy) (0< x< 1), (1.1) 
| dx 
y(0)= y(1)=0. (12) 
CERRI ERAH 
>o=z | aas 一 Í “ae| ‘ftsyds. (1.9) 


为 使 此 和 解 具 有 较 对 称 的 形式 ,通过 交 撞 积分 次 序 ,得 
y= I "s — )f(s)ds+ Í ` x(1—s)f(s)ds. 


定义 函数 
. s(1— >x), 0=s=< x; 
G = 
(xs) D x<s=1. (1.4) 
则 有 
yo 一 | 'Glæ, syfsyds, (5) 
EPRRROE SAMT RARFL= 一 L 、 边 界 条 件 (1. 轨 和 


区 问 长 度 .0,11. iü J r 8 DAME ER RA. 我 们 

ECORE XWJGOx sy B AGreen ka .我们 将 证 明 它 是 某 一 个 特 

让 逊 旧 问题 的 解 .因此 ,所 谓 人 Green 江 数 法 ,就 是 通过 招 仔 意 的 非 齐 

KHO PE 42 y 8 B 28 (1.1. (1.2). AA -- 个 特殊 边 值 

问题 将 求 解 , BIH BLR iH Y Green KALO. BET Pi HIH 35 Ji a B 
. 3. 


pa 


ARRE “: 股 表 达 式 (1.5). 
12 Green 函 数 的 特性 和 物理 意义 


为 了 给 Green 函 数 下 -一 个 确切 的 定义 ,我 们 先 就 边 值 问 
(1.1) (1. 久 的 Green 消 数 (1.4) 的 特性 及 物理 意义 作 一 些 探讨 . 

设 xoet0, 了) 越 一 固定 点 , M ADRE A Greeni $t G(x x) 
NA FER: 

1° G(x 0)= G(x,,1)=0, M 80< x, TG, x) EA 
边界 条 位 (1.2); 


s — 5 —0(x= x), Mx # x, PG, x) ES HIS |` (1.1) 3 
KEFEN: 


3° G(x to 0)= Glix x + 0). BI340< x =< EG O E 
Y 一 Yo 处 连续 ; 

4° [— G! (xa.xi-0)] —Í — G (xo. 加 一 0 一 1 BM 340< rol 
HJG 对 xz 的 一 LE Aa HH EE l; 

3° Ge ey Green AAKT H E mrke FEN 
其 有 对 称 性 . 

为 了 说 明 具 有 上 上 述 竺 性 的 Green 示 数 的 物理 意义 ,我 们 考察 
KE 1, 两 端 固定 的 孩 . 在 Y 一 za 处 受 重 直 的 单位 集中 态 作 用 下 姑 
于 半 衡 状态 时 弱 和 的 形状 四) 如 图 1--2 所 未 , 弦 企 * 一 如 处 受到 二 个 
力 的 作用 .张力 了 -在 ? 轴 的 投 


BA 
— Teos = — z) 
— Tsin x = — Ttan x 
dx m ki 1-2 


其 上 了 一 :有 | Yok 力 了 的 大 小 .可 样 地 , 张 方 全 ;在 y 轴 的 投影 为 
` 3 a 


人 


一 Teos- p= — Tsin B= — Ttan B= ri 
N x |z." 


HEDA FEAH, 有 关系 式 


dy — dy. | 一 
Tax atl J|. tl 0. 
Mk th yE F 9289 ERRIA trip e F ASAE SE alan: 
_d /nd 
Ta j=0 (x= x). (1.6) 
y(0)=y(1)=0, (1.7) 
y(x—Ü)=y(x + Q), (1.8) 
r dyv dy _ 
I Tix ) | ( Tix Jl 1. (1.9) 


比较 yx) 与 G(xo; x). T WU Green AX GO. x) BP rg Ex 2 En. 
KE NL 两 端 沿 定 的 茧 ,在 点 x 一 各 处 由 才 受 单位 集中 力 的 作用 在 
ULARI E B B CH Hs Jj T'=1). 8E, 对 于 连续 分 布 的 外 力 
HEA), B| sZ rh Ez. EEs ,si 十 As] 上 作用 的 
外 力 近 位 为 f(s, JAs, 这 里 假设 了 它 作 为 “集中 力作 用 在 s 一 s 点 
外 .于 是 ,在 点 x 处 所 产生 的 位 移 近 似 为 G(r,s; )R(s, JAs. 因 为 问题 是 
线性 的 ,根据 并 加 原 召 ,由 于 外 力 窗 度 f(s8) 分 布 在 整个 区 
间 [0,11 上 .， 它 所 产生 的 位 移 应 为 G(x,s We: JAs. 令 As 一 0, 即 得 


y00=| I G(x. s)Rs)ds, 


IERNI. 5)aÑ. 
13 TXA AA 
2 T BE Green AA F AAEE ESES S A 
dnm 8. 
-~-，、 集 中 力 的 密度 的 描述 . 
AG fE gA UJ Hb 3 AE fE li H IJ JH SEL EE RE 2] [ 3 A E ge Hh. iW Fa] 


题 .为 简单 起 见 , 假定 在 包含 原点 的 区 间 (ec 站 上 上 ,在原 YX 一 0 处 受 
钊 “个 单位 集中 态 的 作用 .实际 上 , 集中 量 的 分 布 可 以 通过 一 个 寝 
眼 过 程 米 理解 .我 们 可 以 认为 在 原点 的 小 邻 域 lx] 所 & 上 均 句 地 作 由 
着 一 个 分 布 力 , 力 的 密度 为 f. (x). 取 


Be EE; f 
f. oo-| š 
0. |*“|>, Hxe[a,b], (1.10) 
WEL- 35 K. 这样 .区间 
[=e IZAN l 
š Je 
f f. (xdx=1. 
全 0, MIÉR RIFA Gd 
Fot 
oo X=0; = sO e 5 z 
f=] 


D. xefa,b]. {Hx 0. 图 1 一 3 
H 

lm | f eode=lim f —dx=1. 
mi la = J , 2E 


fH, 2132 SB R WE Kai (x) tE A n 5 Bs Tu $Ë rh 218 A 8; 
RETRA. ISe Ba J Sie hihi a eA SMA E EEAS J P) in th 
AAD T JL SF Sab ae r ERRARE AS E an, 因为 按 通 常 的 


RIELA) /Gədx=0 Be B P Lok bu. 这 个 积分 全 


区 神 然 应 该 等 于 整个 区 间 La,81 上 所 受 的 为 ,其 大 小 为 1 出 此 时光 ， 
Hec 0H, f (Xx) 的 概 限 画 数 已 不 能 是 古典 凌 久 下 的 极限 .六 此 ,我 
PaE A RIELE H A RUI BS. 

二 、 广 兴 函 数 

Ay r AARE M AEI AEE A A. 并 理解 和 人 掌 据 广 六 
KRI TH RERE, gp ll i 一 定 的 泛 函 分 析 知 识 基 础 ,这 越 出 


- 5: 


了 本 课程 的 讨论 范围 .为 了 使 以 下 的 委 述 更 加 直观 和 初等 , 我 们 准 
备 仿照 从 有 理 数 扩充 到 实数 的 步 又 , 通过 引进 强 收 煞 的 概念 把 连续 
函数 扩充 到 广 闵 函数 限 干 篇 乙 , 我 们 这 里 的 叙述 不 可 能 非常 严格 . 

EX1 Bum OER EEE 上 (一 co<a<bs 十 co 的 可 
tii 3krEs|. ane HT: St AR o (u)eCu(a,b), 极限 


lim | u (aplaz 


在 在 , 则 称 {z, CO ARKAE 2 F 0382 plk t: 
Ca 一 {o(opECa 六. 旦 在 ea 附近 o = 01. 

有 了 时 也 把 Ca 人 记 成 .fa 六 , 称 为 斌 验 图 数 ftest Function). 

当 g,8 分 别 为 一 oo 和 和 十 oof 二 ， 

OF(—o0; toS lpwp a 十 oo, 且 supp 08 1, 

其 中 suppgq 称 为 函数 plo) 的 云集, 它 是 使 p(x) 了 0 的 点 集 的 闭 包 . 

例 Hu @EClab l Hiu ( 朝 站 三 [ob1 上 一 至 收 售 意 义 下 的 基 
本 列 , 则 它 也 必 是 弱 收 敛 意义 下 的 基本 列 ,日 存在 weCLe,b1, 使 得 

lim j u, CoCodz= |  u(x)o(x)dx, V e(m)eOr(a,b). 
k BH e Sr PE — U S ED HEP , 而 且 在 一 致 收 敏 意义 下 ,其 
RRRA SR T Ar K. 

定义 2 PRRD u (E) o, GY 9035 38 ikay 2 F 69283 
p|, HHF oC la bA 


lim | ln (xjolx)dx=lim [ Un (xz)o(x)dx, ` 


HIRR un (oj fate 两 个 基本 列 等 价 . 

按 此 等 价 关系 我 们 可 以 把 基本 列 划分 为 等 价 类 .等 价 的 基本 
下部 有 同一 极限 值 , KIE LEU) ME- -不 只 与 g(x 有 关 的 
党 数 .也 就 是 说 , 这 个 极限 值 事 实 上 是 定义 了 - -个 由 Ce"ta.b) RR 实数) 
的 鼎 射 ,通常 把 这 称 之 为 泛 天 .也 可 把 Up) 记 作 <u,p》, 这 里 < 表示 
- -种 对 侦 关 系 .根据 前面 所 述 ,对 于 - - 致 收 合 的 基本 列 {z, (x);, 这 个 对 

` 6 ` 


个 关系 可 以 用 积分 | u(x)pledx 米 表 水 .所 以 我 们 在 形式 上 区 有 


Ku, gy f | u(z)p(x)dx, 


这 里 的 积分 纯粹 是 一 种 记号 ,内 是 作为 对 偶 关 系 来 理解 . 
正 像 将 有 理 数 扩充 为 实数 一 样 , 我 们 把 凡是 弱 收 钱 的 基本 
Bu, CAIRT - -个 极限 元 , 记 为 w(x), 并 记 


lm Í u, (Opdr =u, pY sf u(x)p(a)dx. 


我 们 i REPERIT IRTE A T S PR $, 
合 以 上 讨论 ,现在 我 们 可 对 广义 函数 定义 如 玉 : 
定义 3 EEKAN (a ,b) L. (—oo=<a< b= t oo) H PJ #! š 8 
Piu (ay). AITE A Moode a,b) 极限 


lim | p(n)dx 
存在 , 则 极限 值 定义 了 Aiz Bu: Cla, b) R EE it 
Gog 或 f u(plxjdx 
BH 
ji Í _ d A ， 7 
lim | C090)ar=Cup) S| u@0eGədx, (D 


HEUER (oj 的 弱 极 限 元 素 , 记 作 
w lim u, (x)= u(x) (1.12) 


或 
tin (x) ~ ux) Ron), (1.18) 
IPEE 32 HI KR BINE uR E S BA E. 

请 注意 : RE Ku Ruo) , 这 纯粹 是 一 种 记号 , 它 绝 不 能 
理解 为 & 趣 x 的 函数 ! 作 为 池 鸭 zw AER a= nA ulo hit 
有 意义 的 , 它 的 值 是 通过 与 试验 函数 类 CN(a,5) 中 随 数 的 "作用 " 才 

. Te 


得 到 显示 . 

例 EWR A uo iE RR. 

事实 上 ,我 们 只 沉 取 1 CO HE ulao. Mn R u) 
就 符 台 广 文 果 数 的 定义 . 亦 邹 广义 泉 煞 包含 了 所 有 的 可 积 右 数 .但 
在 下 面 我 们 区 可 看 到 下 述 广 浆 国 数 的 定义 又 确实 是 扩充 了 可 积 郑 
数 以 外 的 新 的 函数 ， 

i£ ”定义 3 中 的 函数 列 也 可 以 是 {au (x)), 并 取 s 一 0 时 的 极限 
即 人 .11) 式 也 可 摘 成 


tim f 
=. ô BRKE 
EX4 ETERNU, b) E (—oo<a<b=< +oeo)f8 RRRA 
ff. WO EE PR 32 ol)eCi a,b) 极限 
hm | fo 
存在 ,日 极限 信和 等 于 we(0), 即 
imf / (m)o(x)dx= (0), YolneCad), (1.15) 
WER RAA (x) 当 a 一 0 时 确定 的 弱 极 恨 元 记 作 6(x), 称 为 
Dirac òra i HEARR 32. 
由 上 述 定义 可 知 ,5 恩 数 是 一 个 特殊 的 广义 函数 .根据 定义 3 中 
式 (1.11) 的 记 法 ,8 函数 也 可 表示 成 


we (x) px dx Cu p) V p(x)eCy(a,b). (1.14) 


lim | / (wo)dx— C00), p= | G0o()d< 


=p0), w peCy(a,by. (1.18) 
AEA JC BW HR AR AER LRA e, 与 通常 
KES E EA K 163. 
AFATE E AR EE T RRG 10E 
的 函数 列 !f (x)Y, 对 于 任意 瑞 数 p(xyeC;"a,6) 我 们 有 
` ë * 


"h a l 
lim | L pdr lim | — p(x dx 
e J, T] 2: 


=lim ople) 2 (—1<0<)) 
=lim olte) 
= (0). 
HH ETT WL, RCL LOVE AS AI PR S| B Jü 3 R 3818 ER JE Eed p 9k. E 
Jf, G@)—— dx) (— 0). 
所 以 , RATI IH S RARO) edi — 4 3E h Br 85 52 9: 2 
fi. MoA AS A aa x F BJ nl R R 3. 
事实 上 , Ro Ma EX BP LAR 我 们 以 前 在 解数 学 物理 方 
程 定 解 问题 时 已 经 遇 到 过 , pi r k m a S V R Am E. fi 
如 N. FRIAR UB ER S 3 Hu E Sp y SEA B ul 85: 


2 
Cu Cu 


—=a— (— x< + o, > 0), (1.17) 
a CX 
Huh- == plx) (— oo x< + co) (1.15) 
Haf R Poisson g ARAR 
u dD=| Ketë OPOE. (1.19) 
F: rh EZ 88 £ 
1 oe 
Kl —— dat ， $ 
Xt 0)= /ir (1.20) 


FE 2) Bu HF. EKK. ti 人 及 有 如下 和 性质 


Om r= 
H K X. EE + Ü =1 7 1.21 
ip Kengo D `x. (1.21) 
H +roG)e CG; ( 一 ccc MA 
lim [ Kt. tz, 0) (#)dë = p). (1.22) 


P. fiai 23 ecl j. FARK he MRTT PRIE e A 


义 函 数 .如 果 令 z 一 0， =>, iUK(0. té, 0)= K, (E). M 
K Ə©— iO (m>). 
祖 据 5 函数 的 定义 4 及 基本 列 的 等 价 忻 , 函数 列 {{ 世 六 e-”" 
tU t L à (x) A 35 WK BE a ñv. x SL h TAE 8 Sk p (xz )e 
CT( 一 co Hoo). 5 是 有 界 的 ,所 以 


* | 
lo~ e(0|= | de< M. 
其 中 性 是 一 个 有 限 的 正常 数 .于 是 


| tot -oe "ajem xe “dx 
om 


<M —e ey f 
n n 


AAi 


STE _ w 
I 人 T J'e ""“p(0dx—o(0)+O[ : T) 


lim J e “go)dr=p(0), V e(x)yeC>(— oo, +o). 


此 四 表明 


(pen — (x) (n= oo}. . (1.23) 


HEES. p= e(0). BETE HTA T Fi eS r aoa yB A 
数值 .<6,@3 的 信和 是 不 变 的 ,所 以 ,从 直观 上 可 以 理解 为 当 x 去 0 时 
5tx) 二 0. 因此 对 于 62), 我们 不 入 把 试验 随 数 空间 Cs (a, b) FU C 
为 Ce ,<6 应 该 达 是 有 人 又 的 ,而 日 仿 然 有 人,@》 一 gp( 人 的 .对 
于 500 扩 这 点 说 明 存 下 交 的 讨论 中 是 有 出 的 . 

` FEF + 


与 定义 4 类 僻 , 我 们 可 以 定义 漠 般 形式 的 0 瞧 数 (x 一 20) 如 下 : 
EEKE a,b) 工 的 可 积 的 数列 1A(z AE E k 
poeci a br 


lim | Í f (x)o(x)dx= glr) Yede ta, b) (1.24) 


则 把 函数 询 {f (21 sa 一 0 时 确定 的 对 极限 元 记 作 B(x 一 x0), 并 类 似 
地 可 站 未 成 
<(ó(xz— r) (KX) = Í ° (x — xolda 


f = (xo). (1.25) 
EAERI SESH- PR C RKE EA S i 8 Li dm 
mgri Poissona, A PETI pR k K (x, Ë Ou 
Kix. tč. 0) (i— D). 
W 0 函数 
AUD. TEREA Z zs BRAA 3 LA #fE2= a| 37 1, 我 们 用 
lay DoR has HAJAR AGE HLE toa y. ZmeC u (RD, 
£ 


¿ó. >= | _ | | _ OX ID x, Y, 2 dxdydz 


= (0.0.0). (1.26) 
E SPE SEIS U AH” (direct product)ó(x)ó(Gy)ó(z). 之 是 
CHARY PAI AT RA ETE S E 
Có(x)6(y)ó(z2), ply) 
=<àƏ(x), LA) <6(2), p(x,y,z2)>22. (1.27) 
之 所 了 以 可 以 这 样 定 尽 ,是 固 为 
olx, ECR) V (x,y)eR.;,, 
共 中 BR! 走 示 z 轴 上 全 体 实 数 的 集合 .也 ,表示 xy 玫 而 全 的 全 体 实数 
Ea Hi A a SL Wy 
gala (x YZ = (x y ECR voceC (R). 
. 11. 


PLS . 
CAO) LÒ) (292))) =E ECR Vgc). 
和 
Cle), CIO): CÒC) pixy) = p000) V eeCç(R°). 
EREA RRA 
| 人 人 人 seoso)5G)oGcyadzayaz 


m 


=@(0,0,0), w peCh(R. (1.28) 

比较 式 (L.26) 与 (1.291, 有 
O(x.y,z)=¿(x)ó(y)ó(z), (1.29) 
即 Ea g a| PL 3 EJE 2 i — PE ó P 3 B R. — Ban. 对 点 


P(x,y,z). Polza E 2o) 有 
åP P, = dfx — Xo y TY z— zo] 
= ġfx— axy — ys)jó(z-— zo) (1.30) 


| | | SP- Pyp(PAP=p(PY), YePeCrGR3 (1.31) 
引 理 ”对 于 二 维 5 函 数 , 在 可 赣 变 换 
E 一 SC] 5 ylx,y) (1.32) 
下 ,有 关系 式 
Saro yy) = NE Eo) (1.33) 
Hh é= ifyo yoj no = n(xo yo J AJacobizk., RP 


(1.34) 


-| Er ey | 
(xy) Po H 


WERA Ow EELK QE ed (1.32y FER AO FE 
REQ. ikon eC (02), 


pÈ TD = PLE éS lay). 
TO yoye QWR a E n e (2! , BI 


了 


Xa = Xn, Ho); 


< 1.35) 
PEIE Ho) ( 
由 
PRO YD) OR TF) P(r drdy. 
g 
Jy — Jr TI 
Oléa fo)= || OEE pE: n)dedn 
人 
一 | | EE nn ) p(x yAdrdy. 
` 


H T Pla ` Yo) = PED Ha) 故 有 
| [8E — é nnlo drdy 


= | | se 一 ao 一 yjo(zə)dxdy, Ype, 
的 


BB . 
OX Xo yy S A El. (1.36) 
从 而 (4.33) 攻 证 . 


14 HADAT AA 


出 1.2 段 由 所 述 Green 函 数 的 性 质 49 H. G(xo, o 3th — Ey Pe 
RUTER a= xo AEA BRER uB, 故 作为 定 解 问题 在 整个 区 癌 [0,1] 上 
I e se 454 r Er ifa By S 53. 12 r t R BETER E (0, 1) 18 
部 一 次 连续 可 微 ， 所 以 这 具 能 晨 基 种 意义 下 的 户 久 甬 . 为 此 我 们 先 
引进 共 氏 微 分 筑 子 的 概念 ,应 供 此 来 定 交 广 驻 解 . 

定义 5 考虑 一 般 的 - : 阶 线 性 常 微 分 筑 子 


1 | 
L= —a(x) d +bíxy—— ct; (1.37) 
dx dx 


其 中 ge) bix) eo) A EE ALTE a,b T: E HI09 AERIS 6 81. 
` 13 - 


如 果 算 了 LL* 满 足 关 系 式 
| oIp yodr=0, Voyeg(ab), (1.38) 


其 中 
(Ga 站 一 ToEC7(a 人 ,此 在 gc.5 附 近 o 三 0 
= Ciia, b). 


WAFL ALKI ARAE 
定理 1 APLNRAMORTI NARA 


L*= — ala) —_ oc) + ex), (1.39) 
dx dx 
证 明 ”通过 直接 计算 ,可 得 
f "(Li -pL pdx 


=Í ‘(apy)’ 十 人 eg 二 (Gao 人 7 az 
=! — aixo" + (a(x)o)' + bido], 


=Ü, To yeZ, b). 
故 定理 得 证 . 
EX6 mMËL*= L. MELA HARMEET. 
M RITER HMA A TADRE E E 
Ly=ft(x)  (0<x<1, (1.40) 
| x(0)=y(1)>=0 f (1.41) 
BP XO. l 


EX7 如 果 对 任意 的 p(x)e 多 (0,1); BIORE RIO- 
3 一 0 及 卜 述 积分 等 式 


| epdxn | fpdx, | (1.49) 
HPL RLE Edi ta sya f, MERI PS iy w? 为 定 解 问题 (1.40)， 
(1.4D) 的 广义 艘 (也 称 为 台 解 } 


` 14: 


可 见 通过 引进 广义 解 的 概念 , 我 们 把 在 原来 定 解 问题 中 对 函 
数 y(x) 的 微 商 转嫁 到 对 函数 p(x) 的 微 商 , 从 而 降低 了 对 解 y(z) 的 兆 
ERTER. 

F: EB 31 8]28 45 J AIRA 32 ZE B (u E rh JE F 8535 886 
型 ,如 末 仍 要 把 G(xo, x) 表 成 满足 定 解 问题 


-D gx) (O< x<1), (1.43) 
dx 


| 0 ya | (1.44) 
的 解 . 5 SR 32 BE 09 5 A S E EB S FG) BÉ Py Pk BE S 5 EAC) 
一 6 一 xy 由 前 而 所 知 , 上 述 定 解 间 题 中 微分 算 子 4 一 二 二 的 共 
MEEPL LKRN 
x(1— x); Ü— x< X, 


GE Xa XS 1.45 
Go, x) E x = x= 1 (1.45) 


WEE AFE 
diy 
一 了 
的 含 艾 ,也 就 是 指 入 中 个 述 关 系 式 


=L — Xy) (1.46) 


-i : . ` | 
| Guru, zi 一 jx 一 | Hx Y.,)ip(x lx 
x "1 Dn 


Sla Yee A0. 1) (1.47) 
旺 六 烙 人 (ze 是 证 解 问题 11.43) (1.4 TU Z. 


15 Green 函数 的 定 光 与 Green 公式 


MARETE A Green tH RCE aU p: 
定义 8 满足 定 解 问题 
Í 一 az =ġ{x— x) (O< x<1), (1.48) 


y(0)=y(1)=0 (1.49) 
. 5: 


ú 
d 


AIU ARORA AAFS z fB aji t PC ECO] 


TL RJ Greent ši idyo) = G(x.. x). 
A T REH Green HACK HY EI RE fE BJ Bug. 我 们 需要 佛 
助 于 Green 会 式 ， 
-定理 2 ” 没 L 和 LL* 分 别 是 出 (1.37) 和 (1.3 急 定义 的 微分 算 子 及 
其 相应 的 共 轿 微分 算 子 . 那 林 有 下 述 等 式 成 六 : 


| iy-wLr nar-[ a py tyla) +p] 


Yo pecia bo) NC La,bl. (1.50) 
式 (1.50) 称 为 Green 公 式 . 
公式 {1.50) 的 证 明 参 见 定理 1 证 明 的 推导 过程 . 


附注 若 Q.37) 式 中 的 8(x)== 一 三 -a(x), 即 


L= -二 oo 二 + cG). 


此 时 王 * 一 天.Green 公 式 可 简化 为 


| (@L#—WLo)dz—(—a()o0! tao]. 05D 
现在 我 们 考虑 下 述 非 间 次 定 解 问题 

-rnd dy _ _ 

Ly= pe HS) OQ<x<D, (532) 


YOS YD) (1.53) 
Jiip(eCi[0,1],g(0x).f(x)eC[0,11.y. y; AE L MU E JE +E @8 rtl 
g8(1.52). (1.53) MN Green H A A. 

Æ E e f E(1.52). (1.531 EI zE fz a] BB: 
Ly=o{x— Xo) (O< x<1), (1.54) 
| y(0)=0, y(1)=0. (1.55) 
E ZEI A Green% 间作 站 (za x). 
- i - 


然后 ; Hügp(x)= y(x) AEM aj BM (1.52.(1.53) MAE, 地 
W(x)=G(xo xy, FZ JN Hb A Green a(S. HT L B Ra ay 
7-6, ML =L, sk Bi a 45 


| DILG x) Gro. x) Jdx 


—p(1)y, G 1 (xo: 1)-L p(0)y, G! (zc, 0). 
用 人 ,54 
F(X) — LOX Xo), ?> 一 | y(x)L(T(xo dx 


= | GG. fædre- G (x, 1)+p(0)yeG (zo, 0). 


由 此 可 见 ,在 求 得 Green 因数 后 :再 借 勋 Green 公 式 .就 圳 得 刘 
定 解 问题 的 艇 的 表达 式 . 回 到 本 节 无 首 的 弦 振 动 问 题 (1.1).{1.2), 相 
24 Fp(z)=1.,g(x)=0,y a =0,yi=0, ÆA 


y(x)= [ Glaxo fdz. 


BHI 
790=| G(x. sy/(s)ds. 
IESLAR. 
$2, 位 势 方 程 
2.1 HMAF AA 


Bite: S DREIE EAEE. 2 EF R pip 
A. 


ZA T EHER P AEO. HUA a e (2 EU E Y U NI 


ER EY p(x.y,z), PETE MIIA TER EE Afoa). BEERA AIH E A 
到 稳定 状态 时 的 温度 场 分 而 w(x,y,z). 


问题 归结 为 求解 位 势 方程 的 定 解 问题 : 

(—VRVu=f (O). (2.1) 

u|:a= gp, (2.2) 

HPkey D APATA y ze (uba RRR, F S u) EN 
HAE. kE E PCI. 

A T HGreen AGA RR AE CIE ip Jr RE h) E e E, 类 似 
一 维 情 形 , RES ES ER EI AEA Py T S lu 2 h'a 
ERRE RE. 

Ex 9 FER AERA F 

L= x a; (ti 一 一 一 一 Pa: 一 十 四 元 
其 中 a (C(x). bb, O CGO 8 X be O R | 的 C AN A E, x= 
(Xiker U. Xn RTLA 


| loLy-yL*pdr=0. Yp pe 2(OQ, (2.4) 
n 


一 十 ct， (2.3) 


其 中 
P= {pr)peC O. REOR Tp = 0, 
= ON. (2.5) 
WR TL ALN IEM T- f 
定理 8 BETRING 3 确定 的 入 fs N 
F = ~ 
L F Q ex x 


证 明 “通过 衣 接 计算 , 丰 
| GIy yr pde 


ee 


ii i=] CX: 


(2.6) 


应 用 在 数学 分 析 中 就 知 的 Green 公 式 , HEER p. p= 2 ( (2. 它们 
本 身 连 则 它们 的 微 商 在 3 司 荆 为 堆 , 即 可 得 
- die- 


| et — F L*e)dx=0. 
类 位 一 维 情 形 , 若 1* = L, ERLA B Eu bk ay ay T, 
为 简单 起 见 . p aARk=1, M —(V:kV)= —A. FS PF fu 3 A 
程 边 什 问题 | 


| —Au=f (Gc R, (2.7) 
uj: =0. (2.8) 
容易 验证 AE ARADA T-. Ej — EJE SU. 我 们 用 转嫁 微 
商 的 方法 来 定义 定 解 问题 (2. 人 (2.8 存 广义 意义 下 的 解 . 

EM 10 WREE ARo PED (O) Aul P) HET 


述 积分 等 式 . 
上 jaAoaP=| | foar. (2.9) 
Le ü 
TPR RUU DET LE w TE aO. . 
2.2 Green 函 数 的 定义 和 物理 意义 


定义 11 满足 定 解 问题 
—Au—d(P—P), (P.P. GO, (2.10) 
l ula = 0 (2.11) 
H X RUP) 称 为 算 了 于 一 和 的 第 一 边 值 问题 在 区 域 马 上 的 Qreen 
AA. Hitul P =GP. 也 ,其 中 点 P(x,y,2), Palto ya; zo)e (Q, 
ó(P— Pihke = #Eó ps Ei.. 
Green 责 数 GtPo, PRIMITE IE EA Palto, Yo, zde RAE Jr 
党 单位 点 热源 , 在 边界 曲 盏 2Q 上 温度 保持 为 零度 的 情形 下 , 在 区 
域 如 内 点 Px,y, 和 处 所 产生 的 温度 分 布 . 
IRIE]. Green RGP., P) Wi I Jy EE (2.10) BJ S S: 
G(P,. PRE F 80 #: z 
-|| ce， PapdP 一 | | P- Py)oPaP 
了 


° 


=o P Ypes). (2.12) 
. 10. 


2.3 Green 公 式 


为 了 用 Green 蝴 数 法 求解 位 势 方 程 的 定 解 向 题 . 除了 求 出 机 
应 的 Green 冰 数 .也 需要 借助 J"Green 公 式 . 

定理 4 设 区 域 旭 的 边界 3 人 2 分 段 光 请 , 消 数 (PP), Pe 
DNE. WA EE 


© EU ČUN , 
[Ao vanar= (u an Sona ds (2.13) 


B r ria e W RARQHINE H. 
A(2.13 A Greens 式 . 
证 明 由 于 
uAv=V (uVu)— Vu Vu, 
因此 
UAV vån =V (uVu—uVub. 
上 式 两 边 在 人 区域 吕 上 积分 , 然后 利用 党 积分 掌中 的 Green 公 式 , HI 
得 式 (2.13). 
KERÜL Poisson 方程 第 .- 边 值 问题 
-Au=f(P) (Pel), (2.14) 
l ul-a= pP) | (2.15) 
为 例 ,其 中 全 二 及 (n =2,3y, 为 有 界 区 域 . 
设 zf 本 为 定 解 问题 (2.14). (8.15) R BaP GOP Py, 即 满 
足 特殊 的 边 值 问题 | | 
-AG(Pa P= ó(P — P) (P, P,c í2), (2.16) 
a. i (2.17) 
然后 形式 地 代入 Green 公 式 {2.13), 得 


fa u(~AG)+ GAP=$ (一 wo )as, 


E RE 
raAGaP=| Pa(P- PAAP P), 
$i DE i 
` 20 ` 


故 有 
u(P,)= Jo. Py war- op ED s. (2.18) 
Hal Dr, #H 果 定 解 问题 (2. 14). (2.15) BJ Wu ( P)e 
CADA, ME HË P Green $G., PATER RAAP) 
FH [8 o( PAS ZR tH 3, 


24 Green 函数 的 结构 与 基本 解 


JH T Ri Green K GP.. P). EISE AiE 
Í —AG(P,., D =P- P.) (P. Pel), 
Gle =0 
T ENTAS. 我 们 先 分 析 -下 Green 函数 的 结 梅 . AR 
GPs, Po aE AHER (Pe DANENA A eP Py, Hl 


G(P,. P=T (Po P+ g(P,., Py. (2.19) 
HP (Po 也 在 整个 空间 R* (n = 223) LW ELTE 
—AT (Po, P)=8(P— Po), (2.20) : 


PRO (Po. P) Laplace Jy TERJI AAE. mg(Po P) MRE — T EFBER 
的 定 解 问题 . 
Pass (P. Pe, (2.21) 
gka =I |a, (2.22) 
SORRA (Po Py, 我 们 可 以 采用 下 述 的 初等 方法 .为 确 
EER, 起 PP 二 9, 一 3, 芭 把 点 热源 放置 在 生 维 空间 RI 的 坐标 原 
点 ,把 方程 (2.20) 改 写 为 
—Au=ü(P) (PER3)， (2.23) 
AEE EHN A g bi lal PER AJA E 这 个 点 源 的 影响 必然 
M Eia ri RAR, Bles urn AA 


l d du 
Au=-_ at” FE ) . (2.24) 
AT REELT EAA RALAR 我 们 环绕 原点 截取 一 个 以 
. 91. 


5 为 半径 的 球 B,， 设 n 为 球面 5B, 的 外 法 向 , 则 通过 球 而 6B, 进 人 物 
体 如 的 热量 是 


$ (q nds. (2.25) 


H Fourier EAI. Wii bt2= — kVu , 其 中 是 物体 的 导热 系数 ， 
为 简单 起 见 , 不 妨 取 玉 =1. 于 是 . 他 于 原点 的 单位 点 热源 可 以 表 


lim 中， (—Ejas=lim $, (党 | jao=1l (2.26) 


其 中 6B. 为 单位 球面 , Bi Tu Ft rB ps 


1 d ,dus_ 
5 T )=0 (>00), (2.27) 


u 1 
| (2.28) 


suu asi 


图 1-4 
件 (2.28) h # e= .不 计 常 数 cz, 得 二 维 Laplace 方 程 的 基本 


解 为 


1 
= Atr 
对 于 -BEEP Aot. EEEE E, 在 新 的 坐标 系 中 
EARRA TRA. 它 的 铺 果 已 在 上 面 艇 出 , 然后 再 把 坐标 系 变换 
回 原 来 的 坐标 .这 样 可 求 得 方程 (2.20) 的 解 
1 
4 Zt r ee, 


(2.29) 


r (Po, P= 


i 


= . (230) . 
4F J (x— xo) + yyy + (z zy 


. 99.a 


Fik, Green $ 


G(P,. P= t+gtPo. P). (2.31) 


AN fpr 
当中 一 2 时 ,类 似 地 可 冰 得 二 维 Lapjace 方 程 的 基本 解 为 
1 
Fop. 


r (Pa, P=} in 
2n 


1 1 


=l in : =, (2.32) 
2 J (x xÍ) T (y yo) 

25 B Bia BG reeni6 t 

xF Poisson y F 3 ` "il 8 Ul gs 


—_Au=f(P) (Pe (2). (2.33) 
l “l gp) (2.34) 
Ch in 


是 否 也 有 可 能 如 同 第 一 边 值 问题 构造 相应 的 Green 函 数 呢 即 是 
咨 能 求 出 满足 定 解 问题 


—AG(P,, P)=ó(P— P.) (Pe OQ. (2.35) 
I Ê G(P,. P)=0 (Pel) (2.36) 
cr 
的 函数 G(P,, PY? 


通过 对 方程 (2.35) PA EKIRO LRE. 并 利用 Green 会 
式 (2.13), 得 


左边 = | 一 AGOP PdP 一 -中 S a =o, 
a eR on 
右边 一 | d(P— Pydp=1: 

ip] 


可 见 这 样 的 Green 育 数 G(P。, P) 是 不 存在 的 .因而 , 对 第 二 边 值 问 
题 需 要 把 Green 函数 的 定义 稍 作 修 改 . 
ENL 满足 定 解 问题 
` 23 . 


一 由 人 PP PP=àóà(P— P|) — ce (PEQ), (2.37) 
| <2) =0 (2.38) 
ün n 
的 广 六 解 G(Po, Py, WALaplaceti- 
Green 级 数 ， H rich SZ. 
从 定 解 问题 在 热传导 让 的 物理 意义, ELARRE A: 
当 边 界 802 绝 热 时 ,需要 引进 -个 " 汇 “( 负 的 热源 ) 使 得 由 点 热源 产生 
的 热量 被 完全 吸收 .根据 第 一 过 值 问题 有 解 的 相 容 性 条 件 , 应 有 


| StP— PrdP— | cdP=0, 
= -1 


“第 一 边 值 问题 在 区 域 介 上 的 


即 
(2.39) 


. mes (Q ' 
Himes Q AI PX Ek (8945838100 21). 
类 似 于 第 一 边 值 问题 的 情形 , 我 们 把 第 二 边 值 问题 的 Green 
函数 分 解 为 两 部 分 
GP. P=T (Po, P+a(Po, P) 
其 中 奇 性 部 分 (Py, 忆 仙 是 Laplace 方 程 的 基本 解 , 但 此 时 的 正则 
部 分 g(Po. 本 应 满足 的 特殊 定 解 局 题 为 


Ag(P,, Py= e (P. Pre Q), (2.40) 
| “ = r (2.41) 
CH FR Ca a 
问 到 定 解 问 题 (2.33), (2.3 和 ,如 果 相 容 性 条 件 
| PdP 一 -中 olPyds (2.42) 
[F] = 


成 立 , fEGreenzZrk (2.13) F uP A E WE a| 88 (2.83). (2.34) 的 
H, u= GP 也) 是 定 解 问题 (2.37).(2.38) 的 解 , 得 


-| uAG+GAAP=$_ Gods, 


- 54: 


信 微 分 方程 选 讲 一 所 


即 有 | 
u(Po)= | u(P)ó(P— PYdP 


=| GP.. PiPyaPp+ 中 GPa, PptPYds te*, (2.43) 
-0 R 


一 


1 A 
aG | (PAP (244) 


$3. Green AMKA 


本 ERITA ERR ELaplace t AR- -, 第 二 边 值 问 
HiGreen KATA LEOR.. 


31 镜 象 法 


镁 象 法 的 基本 起 想 从 数学 上 计 , 碱 是 利用 奇 , 偶 销 数 的 性 质 把 
区 域 适 当地 对 称 开拓 到 全 半 面 (空间 ), 而 使 当 所 求 得 的 解 限制 在 原 
区 域 时 , 它 自然 满足 所 给 定 的 过 界 条 性. 由 于 坷 男 数 在 对 称 轴 上 函 
数位 为 零 , 即 由 fx) 二 一 太一 x) 可 推 得 KO0) 一 0; 偶 晴 数 在 对 称 轴 上 的 
ARAF. 即 册 Rx} 二 太一 臣 可 推 得 j7 (0) 二 0. 从 而 可 把 有 界 或 半 
无 界 区 域 上 的 边 值 问题 转化 为 全 平面 ( 字 间 ) 上 没有 边界 条 件 的 问 
题 .从 物理 意义 上 讲 ; 就 是 在 物体 外 部 虚设 一 些 点 源 ( 汇 ), 使 得 它们 
连同 原来 设置 在 物体 太 部 的 点 源 … 起 存 全 半 面 ( 宇 间 ) 所 产生 的 温 洁 
场 (电场 ) 抬 好 使 物体 表 而 上 的 温度 (电位 ) 或 热流 昌 ( 电 流 藤 ) 等 于 征 . 

例 i 米 二 维 Laplace 算 了 第 - 边 值 河 题 在 上 半 平 面 的 
Green 函数 ,外 求解 定 解 问题 ; 

r C Au ó(x- Xu, y y) (—oco< x< os y>) (3.1) 


tl, -= 0 (ort H oo). (3.25 
lim jule < +o = Jé +y). (3.3) 
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B URRI). 我 们 以 竹 杯 町 y 一 0 为 对 称 轴 ,在 与 
AMA Po (xao yo) XP E ij a 
Pilxo 一 yo 处 设置 
+ H A- 5). £ El ri 
用 “&" 表示 " 源 ", H'O W 
泌 " 沪 ". 源 与 汇 的 大 小 都 是 一 
个 单位 , 但 正 负 与 相反 .从 数学 
W X F 3, Bl E + XH EG 2 
u(x, y) ATF Ë ER#Dy = 0#rJF3fi 
到 全 平面 , 保持 存 对 称 轴 y 二 0 
上 函数 值 为 零 . 于 是 在 拓展 后 的 全 平面 上 , 郴 数 x 庶 满足 
—Au= x X. y— y. )— ó(xX— X, y + yo). {x, yeR’. 
Susu tuo jha usr plus E 
— Au = ó(x a y y), (xz. yjeR:, 
一 点 it 一 —Ó(X— x, yE y), (x, y)e R°. 
P Br Es ETAR LAE. 没有 边界 条 件 .它们 的 解 就 
是 二 维 Laplace 方 程 的 基本 解 , 分 别 为 
1 1 


u = ln = +e; 
27 JET +(y— xy 
—1 ] 


u:=— ln = 十 ez 
2m Jæ-x tyty 
1 ME) tty) 


u= ln = 
an SÆT xY (y yy | 
Er i PL ftu = 0, 应 有 ce 一 0. 容 易 看 出 ， 条 件 tm ju(x,y)< 


+ ook IFANE. Wr PTS A Green A ECH 


于 是 


/ 
uP P= In [EY TO gA 
2r < Ta tyy 


- Dp: 


偏 微分 方程 选 讲 一 正 - 


例 2 E ELaplaceti f ELAY A £C k Piedra tha BB n 
Green eKA. HI K gu AE gt ui] BH 


SAUT ÖL X. y `Y) (x>0,y2> 0), (3.5) 
| ouh =Ü (x= 0). (3,65 
Toa 
Oa] =0 (0) (3.7) 
e [evn 


HJIT 28 fE 

BE RUR RItEO 我 们 先 取 y= 二 0 为 对 称 轴 , TE tj EPa yo) 
APERE DP X — ys) 25 2 PL 

个“, 南 按 边界 条 件 (3.7D， 
取 x 二 0 为 对 称 轴 ,让 与 点 Po. P! C 2) 
XJ PE na l P, (—x Yo) 和 
一 xo yo akir ai e o i 
“ 源 " 和 一 个 7. EL 6A 
R. MARCE A E. MAERA G — — 
Afua y AET kAhh =O PT) 
AERE d PE. EAF 图 1-6 
坐标 轴 x=0 遇 开拓 到 全 半 而 .从 而 保 让 了 在 对 称 轴 y=0 上 上 子 数 
仁 为 二 ,在 对 称 炎 xz 一 0 上 郑 效 的 倘 导 歼 革 “为 字 . 于 是, 在 开拓 后 的 
企 平 而 二 
—Au=6(P— P òP Pb+é(P— P)—á(P— PD. 
类 位 向 1 的 解法 ,可 得 
u= G(P,, P) 


1 y 1 1 l 1 
E 2n (In Fer In Tepe | In Tre. ln Fret ) 
— EH iyt atta T (y L y 2] 
=l in [一 X t (y ty) 2. (xT xa + (y T yo) (3.9) 


41 [(x — xay + (y — yu) [Ext xa (yO—y0)] 
例 38” 求 一 维 Laplace 符 子 第 -一边 倩 问题 在 网 域 内 的 Green 时 
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F: 3 
FEES 
Pae 


数 , 男 求解 定 解 问题 : 
—Au=ó(P—P.), P. Pe (2, (3.9) 
| ulg = 0. (3.10) 

#: di be BR CQ = ( (x, ye Hya’). 
解 BOA Pax yo X FIA 
O02 = I(x, yx? +y'=a° AIER 
PY. IEHOR, M3 KÆ Hie- 

Pr. fE fi 
|OP| OP, |=, 


MEI- 7. 
然后 , 在 点 五 # 处 设置 -个 f 
“ 汇 ”拓展 成 全 平面 上 的 问题 : | #17 
—Au=ó(P—P.)— ó(P— PY) (PeR2), 
解 得 i | 
o T m 起 mn tx ine. 


为 确定 常数 ce, 取 极 坐标 系 , 设 点 P(r, z), P. (p. D), Wl] PERI S En 
afa A 
为 D . 0). 而 


IPP, P'=pnt+r2—2Ppreos(g— z), 

一 i a 

[PPE p= rA 
p Í 


rcos(Ü— a), 


ák 


u= 1 nf a to'r 2a Dreos(g 一 x) e). 
4T plp +r —2preos(0— z )] 
为 满足 边界 条 件 zje 一 0. Hul- =0, 应 有 

a+ p'a’ 一 2a2ocos(6 一 z) 
PUP ta —2apcos(0— 2)] kas 


1. 


推 得 


FE. HEARANN Greenie y 
att p'r — 2a preos(Ü— x y 
alp tr —2preos(0— 2)] ` 
类 似 于 例 1. HARREI k. u A k aE RL 412] EQ 4 B5 
Green tK Wr. 
例 4 装 一 维 Laplace 筑 子 第 二 边 值 问题 在 单位 加 内 的 Green 
函数 . 按 š oi IE 3212, BJ eu g lu] EBi: 


—Au=8(P— Py 一 一 (P. PEQ). (3.19) 


Br =í) (r= s Hyh (3.13) 


Hohe Q= L(x y Hy <L. 
8 HEP fE. Oxy3 ENH ERRA Ge ya). Hxa=rcos z, 
ya = rsin 2x( 基 中 一 fegt yi u[ bl EPSE RIA OR E EA 


Í x= xsin z —ycos x, 


ñ 1 a 
u= Pa P= 4n ln (3.11) 


CH 


ri 


. ala 
y'= xcos z +ysin g» (3.19) 


JO P E Or y 球面 上 的 点 5, 
Pi yé) 其 中 yd = /zi 二 和， 
Pi O xy PEER uB] ys] 
ERE Ox” y! E F. A PA y l 
x Hy SI 

HPE pL. 我 们 仍 采 
用 OQxy tM. HA P HIA 
ERA O, yo) BUA P. 3-1: Pa. fz |] JA] 


LHA PH0. >) 住所 


Přib A TMR", 如 图 1 -- SET. | 1-8 
` 29 ` 


则 在 拓展 后 的 全 羊 而 上 


` . 1 
—Au=ó(P—P, + sP- PR x 
Su ARAU F H kH [E] E 
1 1 1 1 x+y’ . 
u= Pn In Pam k In wn + T +e. (3.15) 
其 中 c 是 任意 常数 ,为 确定 起 见 , 取 c= 二 0. 
我 们 有 
C (al) = xcos(n. d+(y -yeos(n.»)] 
Er 1 rpr, |= rr ICOS. X ya)eos(n, y) p=] 
_ 1 yoy 
F. r 1 
类 似 地 ,有 
ë 1 _ ly 
ar (In P pse j= Ther |= 


其 y= 当 Pe6Q 时 ,因为 AOPsP~ AOPPY( 见 网 1_8), 玲 有 


re _ |OP, _ | OP | 
有 PP | OP | | OP, ` | 
Tpr 
Fpn |_ 5» 
于 是 有 
G; 1 C f 1 
1 + 一 一 ] 
E: " Fn ) ör \ p Fo ) r=1 
1 2™ 
= = yt yl. 
从 而 
u o l lo 
Er [r51 an n 
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到 zz 满足 边界 条 件 (3.13). 夏 Green 明 数 


u= GP. P) 
1 1 1 1 ! 1 5 3 
on in- Fpp. + 2T ln FrP | Ar (< ty ) 
lofa > l x 
ol feg, | . (3.16 
gr ly Tin [x (y yo [x y+ (aya 12] J (3-16) 


an HE A Pa BJ ARER Y Ceo yo) MU R a E pr 48 aN (3.14). 
席 把 (3.16) 式 中 的 x 撞 以 xsin z — ycos a, yf lycos g+ ysin z. 


Hipz=arctan >, Mitya fL xt +y MIFE RA Green 
Xo ~ 
R Z. 
B5 RËLapac HTAR KEK Ei aED 
的 Green 哆 数 , 即 求解 定 解 问 题 


—Au= 6(P— P.) (P. Pef), (3.17) 
S 50 (—œ<y< +o) (3-18) 
lim ue y< +o (3.19) 
其 中 区 域名 一 [人 一 人 <x< 人 一 co<?<< 十 oo, 点 Po 坐标 
He Pls 
解 Fefe LUMIA pn E 
oz (x> z). <<<; 
== Z (x>g) z< x<, (3,20) 
aq 2 2 
3 =y 


TEOxy "i F Bg sa Polx P AP] < 喘 射 到 Ox77 7 平面 上 的 点 


P (0, 8). TEH RIERO N Or y 平面 上 仍 是 无 穷 长 的 
` Efi ` 


AREKE”. 


[F a 
Q'ea, y) < — co y" <+ oo, 


BJ 1-9 
为 书 尘 简单 起 见 , RIR HOw Em, R ASI E 8 P, bJ 35 
EAO. p). Rata m PEB 17, H EELA KETE X bt (Q) ERR 
u(y BRR 2 P Bi, 以 保证 地界 条 件 (3.18) 得 到 满足 ,从 物 
理 意 闵 上 讲 , 邮 痊 点 ( 土 ng,byn 二 1,2,…) 椒 与 在 点 Po(0, 刀 好- - 样 
也 各 设 闪 一 个 “ 源 " ,如 赂 1 一 10 所 示 . 


Èli 10 


AATE ny oP Bi 1 


— 


-AUS 2, Ax— nay — b). 


+= 


-52e 


RITR GER A E Bae akun ata. Bu k ak 
u= -i E hi (x—nay+(y— by ] +e, l. (3.21) 


其 中 c, DIEA K H 82 8 HDA RAE E. 
HERI UREA eA REE HRe., IPAR E EARS. 3 
HIER E AN - 


u= eo F Inl + (y — b) ] 
— x DUn lætna to Menat o=o l)e], 
(3.22) 
È 


F,(z.y)=1n[[(e+na)t Hyb I(x—no) +(y—by1). l 
(3.23) 
根据 收 语 级 数 的 性 质 知 , ELEA spa, E R url 8 T 2E, 
RJJ 


lim [F, (x. y)+e, ]=0. (8.24), 
h TARR (x yp noht, 对 于 固定 的 tx; 六 ) 它 的 阶 数 为 Innta， 
因此 若 取 


e, = —Innš!at, (8.25) 


则 极限 等 式 (3.24) 成 立 .于 是 旺 数 w(x,y) 可 以 表示 为 


1 z- 
ux WT Tr PHO bj] 


> £ —_— 3 — z z — 272 
o1 zini 2[ TO b)’] n E; to -b)"1 L. 
4a i na na 
(3.26) 
A A 4x2>01F,0<1n(1-_ x)< x, a 
mt 2 x toT) J. [x (y bY] | Cy 


4d 
na 
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这 里 cs 表示 个 依 操 于 (x, 而 与 n 无 关 的 常数 .由 于 > eT 是 


个 收 锅 级 数 ,内 此 式 (3.26) 中 的 级 数 除 了 点 ( 士 mna ,机 (有 一 1.2，…) 引 
IAO 里 是 企 , 妇 的 连续 师 妆 .相仿 地 可 以 证 骨 这 个 级 数 可 以 对 杰 量 
x yA AR. 计 舌 合 Laplace 方 牧 . 件 下 满足 边界 条 件 (3.18) 
则 是 显然 的 . 

对 于 一 般 情 形 的 点 Po(z ,和 ,只 锚 把 式 (3.26) 中 的 x.y 看 作 
ryh 再 配 据 坐标 凌 换 式 (3.20) 换 到 Oxy 平 耐 , 并 拒 8 摘 以 及 BHH 
所 看 求 的 Green 函 数 


1 
二 ny (z— zy + (y— D| 


2L—a(x— z Y -a+r (a l py l 


u(x.y)= Co 


r: ']n21 
AN + (a t2 ayna 


lax z Y+ (a t2 ayo py P 
Pia ss 


_ 4 mÀ = 
( 2 <x<z h (3.27) 


a? 
(a—2 a) 
9[—a(x— a +(a—2 x (y AY 


i . . 
u(x,y)= e Inf 7 (=a toh] 


AT 


-二 En fis (a—2 x noa? 


pte (x— aY ta ZJ 一 有 = 


(a—2 x y'n'a* 


(x <<<). (3.28) 


32 保 角 变换 法 . 


保 角 变换 法 只 能 适用 于 一 维 问题 .由 复 变 函数 论 知 , gu = (z) 
` 34 : 


为 复 平和 上 上 区域 五 内 的 解 本 卫 数 .zz 一 x 二 jiy, 引 一 < 十 去, 刚直 x 芒 、 
px y FAR RA E A Cauchy — Riemann ir tE. BJ! 
Èe Sh gr H: (3.29) 
AERA E Laplace P Ë. HllAšg= 0, An=0. 
HFD AO. A Ea oe =f(zyhtzoF A De ee 18 09 Te fH pR j. 84 
FIE A S ara f 


£= ¿(xz,y). H= hn(x,y). (3.30) 
223 në 22 nz 
TE RIR F. Laplaceti 于 A, 二 = + T 与 A 二 pe 十 
之 间 有 关系 式 
Anu S| (aA, (3.31) 
HoR TT ERG 30O FE KRAO S 1.1.3) 
åf xe y y= AAE So Mo)» (3.32) 


Hop AJacobirk. UH 


Ws 


ED LE S, (3.33) 
Êy) e H 
利用 式 (9.29), 可 推 得 
=. TE h = c HES (zy. (3.34) 
gje oR U HëLaplacee t TE fT E E pi E RO 
LAE Green $r. BLR MEE f [G] Bi: 
| TARS Ö(E— Xn yT Y): ayel. (3.35) 
| u=0, Den. (3.36) 
E #elsRiemann;E B|, TT Br PP PE 38 e Bü (2, 34 r 4 
ei e = J(zy0/'(z) Z 0y. 把 攻守 成 音信 网 器 用 使 得 任意 点 
Pe QIK IKIE G ia R ALE. 
H RSD- 3AT 81. AE iu G.35) (836E A 
( SAUS N). (G Deh, (3.37) 
， i= t). (i meeB. (3.38) 


Jar. TPR HiGreentk g 


25 ' 


tu f (z) 


F] 1 一 11 
u= G6P,, P) 
1 1 1 1 
Can lel 2x VO 
在 实际 应 用 电 要 找 出 保 龟 变换 由 二 fz} 常常 是 较 困 难 的 ,但 十 
对 许 密 较 特 吻 的 区 域 ,我 们 可 通过 查 保 角 变换 表 求 得 . 
例 了 求 一 维 Laplace 算 子 第 一边 值 问 题 丰 无限 长 带 形 区 域 
Daya nr AH Green $i. BDR AERE fE aR: 
oR (—co< x< joo, O< yn) (3.40) 


(3.39) 


uo= l=, =0 (Cora oo), (3.41) 
lim [e(r yS Too (0&7 nm). (3.42) 
解 为 EER EE E A, 可 以 分 两 步 走 . 

H IERA =e. J P 2: Bris JE J g pk oF (8 P 09 F EE 
Img) > 0, KA Pa (Xa, Yo) 映射 成 上 平面 上 的 点 六; 再 作 有 映射 wn 二 一 + 
s e 


BI RAA, WE RAE 


I 


389 F OEFEoJ mim (0O > Obb f pay Bi E 
` a ELAS EELE. MAL- 12 所 示 . 


' 6 ` 


把 土 述 商 个 映射 复合 起 来 ,就 得 所 求 的 上 映射 


Ë ÜU e — e°: 
== 
¿Sü eTe 


e cos y tie sin ye cos ya le sin Ys 


— ecos y tic sinye" cosy tiesin yy (8.43) 
在 此 映射 下 . 定 解 问 题 (3.407 一 (3.42) 转 化 为 
fA (十 六 所 二 (3.44) 
| ul a= 0, (8.45) 
于 中 可 得 Green 况 数 
1 1 
u= GPa. Pr yz In 
L | le cosy ecos y, tile sin yte”sin y) 
2r | ef cos y— ë cos y tile sinye sin ya 
1 |，(e cos ye cosy) +(e" sin y Te”sin y)? 


= n ' mE z- z 
4x (e' eos yT e" cosy) T+(e'siny—esgm v) 
1 chr x.) cos Ty) 


=l] . 3.46 
iT n ch(x—x;) T Cosy y) í | 


$4. 热传导 方程 


41 热传导 方程 初 值 问题 的 基本 解 


AAEE A |. AE PEA P p yel] a: 
a a2 
ls 0 {wx Foo, t>0. (4.1) 
ci X 
H 4 二 tr) {Seon < X< T cx). (4.2) 


AI Fourier t 8 aj eir Hite. EUFRATES TRI P'oisson Z yÇ 
ux D=] Kæ në DoH, a5) 


Juli s ŠK 
37. 


. 1 e 
Kix. tč. 0 = e w". (4.4) 
EEDS ft 
` 
rT s 1.1.3 中 知 , 当 i 一 0 时 


Kix. hë. — öx- é) (4.5) 
HEERE 
oO 一 | Epa. (4.6) 
可 以 验证 函数 到 (x, tE. OVA E ¿E ga] gm 
Í Su ug (—co<x< +o t>0), (4.7) 
人 Q x 
Wl = (xO— 6). (4.9) 


因此 , HHK. né QPAR AIEE: 由 在 时 刻 二 俘 上 在 点 x= 一 上 
处 的 单位 点 热源 5(x 一 合 , 在 t>0 以 后 时 刻 所 产生 的 温度 分 布 .于 -是 热源 
Sx 一 jp(2de 所 引起 的 温度 分 布 应 为 K(x të Opd. hH FATER 
”性 的 ,县 有 秋 加 原理 因此 ,在 :0 时 热源 p60) 所 产 咎 的 温度 分 布 应 起 


uw D= KiE DOA. 
EJE kE tt Poisson Aa (4.3). FHE ARKO. t. 0AA tt 
f RENIE. 
EU BE F uE EBI A 28 $ 


Í 二 (—oo< x< +o t> T). (4.9) 
rt CX 

ula = 3(x— Ê) (Socr EL Too) (4.10) 
H9 8. BO SETE EP J EMB MAR A] ie A p. in pu =F aoi. 


ES EEN (z. t. T). 

IERIE ét r) i 2 S 2: ERN e= 在 无 限 
ARPE O. 吉 PPol 即 x== 台 处 放 轰 单位 点 热源 ,t=t 以 揣 时 记 所 产生 
uW r ñi. 

r= pE R A Kee. luriri r (S. D, 


“I 


0. t<0, 
1 E 

2 /nt ° 

Fp ROA Oy LEK PS AK Heaviside ky, Bl 


HGD, (4.11) 


HO)=| ° < (4.12) 
1, t> 0. ` 
4 r> Oht, ARA 
Tet De Ha) (4.13) 
2 NE (t— t) 


MAREA FPA ARRS G ë. to P E Ji E yati, 
i FERAS tiA a AMA e E aE a. REE 
FEMEIA. 9) (4.10) 的 基本 解 (4.13) 也 满足 下 述 问 题 : 


fu Cu _ " 
~- = {xr é tt) (4.14) 


čt OX 
ul- =0, (4.15) 
BPA AE EA A) (4.15) 与 (4.9).(4.10) 二 每 价 的 . 
对 于 匡 齐 次 方程 的 零 初 值 问题 


a z2 

f 全 一 (Sœ +o: i>0), (4.16) 
í (E 

l ul = 0. (4.17) 


Fri dË FK a 116 n DA espi kr F BU Pu, Bi Yr api F E 
Hir xf 3, TEE AR, 单位 时 间 关 热源 可 使 单位 质 显 的 物 生 的 
HHE SOs OAB ESAR E A, EER EA 


fx:D=| | Bt Ddzdr， (4.18) 


W u w c 


认 好 可 把 tx. 浊 天 成 是 点 热源 B(x 一 一 DfE. odidi. i Ta 
Molx-- g.t -DAE. Tddt 乓 说 全 的 温度 分 布 谱 为 
f (ix—¿, OE Tdedr. 


由 问题 的 线 忻 性 质 , ni [Ht PE BE Dit. Fo AREE EA. t) 


所 产生 的 滴 度 分 布 , 芭 证 解 问 题 (1.16)、 (4.1) 的 解 为 


u(x. t)= i | | GT t- DAE, ddr. 


Ti XJ 31: E- -上 般 情形 的 热传导 方程 初 但 问题 
CH 
t|, =a = p(X) (— s x< T+ co). 
根据 线性 问题 的 更 加 奈 环 ,其 解 可 赤水 为 


u= rai Doed 


. i | Te pe ddr. 


和 


RUER a ito R 4 4 F B Di: 
]° H> (rt) > (J: 
2° Fix- Et PS as 


89 HEDT, oor re +ooltt. |p Tt; 


4° wot re 【一 cx Too), j 


= 


lim | fet peddi (x). 


Tt) or 0); 


5° >r. a el co. oolli) 


(<. G IF {e= =i. 


[a 0; 


T 7 


a 


i 


— E= = f(x. I) (— < x< +o t>0). 
¿C x 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


(4.22) 


6° Mgr O AE MPP es š. r) ap R SA uj k ( ' 


=r rih a ët tE 2⁄2 839). 是 有 估计 


" M 
xë tt) J (t>), 
其 中 凡是 大 于 零 的 常数 . | 
LITET AE EH E E E. AET E A 32 SE RHE p r 
PEPE ul B EE (p— P,,t— +), ri P. PeR". 
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下 面 我 们 对 多 维 情 形 的 热传导 方程 (第 -边界 条 件 ) 的 汇合 问 
是 引进 Green 羡 数 的 概念 . 
EX 14 k TRR RJ IRG HA thE e h 


.1)=0 (Pe (2, t> r), {4.23) 
wP. Oy = ó(P— P.) (Pe) Poefl2), — (A.24) 
u( P. 9=0 (PEE i>r) (4.25) 


Kipu. BR J PL EL = F: ~ 一 A{ 第 一 边界 条 件 ? 温 侣 问题 在 区 威名 上 
AA AUA A AAA AR n AP AAP AA ANA NA PAPA 
的 Green 图 数 , 忆 作 


GCP— P, t— YiGG. t Po, z). 
Green MGP — Po t~- pR pE E A = A, 
已 处 旋 冉 单位 点 热源 5 一 Po) 31% Bh re (QM EE TA EO EE 09 RS 
形 下 .入 区 域 彼 内 的 点 也 处 时 启 t 所 产生 的 源 度 分 布 . 
定 解 问题 (4.23) 一 -(4.25) 等 价 于 定 解 问题 : 


E WP. D- Au(P. =P— Pa tt). (4.26) 
uPDha=0 (Pen) (4.27) 
(P. D) =0 (Peen. 120. (4.28) 


GAR APEE R Green tá r — PÉ, Tej a 5 H: E 
Green A RGE — Potop KETI AEA ME Ee M D (4.23)— 
. EFi ` 


任 25)( 或 2607 一任 2 区) 中 的 方程 ,中 了 era ARIHI EA. TA 
L= - a, (4.29) 
Pr Green K AGOE — Pi to DnA DEOR Pt AERAR 


| [OPP t~ OLP. Dd par 


= p 
-| Jap— P. i—Do(P. DdPdi 
山 D 
= (Pa, T). YAP, NEC). (4.30) 
其 中 


D=:(P.DIPe Q, t> 0. (4.31) 
43 Green 公式 与 混合 问题 的 解 
LA- À 3 8 J S tk. Tt 


ë ë. f 
a 4.32 
Ot ex 人 ) 
JE 18 bt 1k D 2 
D= (x, 0< x<. 0<1< Ti, (4.33) 


UCD REDA pA x ARE, 关于 时 间 变 最 
i VEE TAR A A PERRA ES. 
urul D ux, DeC D) 于 是 有 


| j | | {vLu— uL" vjdxdt 


* f 


x. T al 
= | (Uu, — D. t tD, F nu, )dxdt 
*. | x ñ 
pip Tai 
= | (ub) didx— f | (uu. D. d xd 
= (x ú * f = Ir 
x”. T aT . w" 
二 | Gay dss] (em up) dt. (4.34) 
Ja 1e sa rÜ 
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HAIPO Greer AR. 
利 出 Green 公式 ,我 们 可 以 导出 PR 6 TA Ei A MA 


ĉu Č £ fixt) (xl, (4.35) 
ct (x 

uix. D= pix} Osr D, (41.36) 
ED 站 一 二 (站 :人 用 一品 :有 (£: Ü) (4.37) 


的 解 # 的 家 达 式 . 
在 Green 公 式 (4.34y, 虑 下 二 t 一 g, (e, z)= G(z— ë, t— r) aE ga u BSI 


ur Oud) Z tD, (4.38) 

ct Cx 

uix D= 0 (0=<x=<D., (4.39) 

uD = uli t)==0 (t 220) {4.40) 
HIE WHAT 


| | Tau Et =A uE NSG. — G.3Jd£d- 


l 一 | (Gu. —uG.)5 | | dz. (4.41) 


UTH. — G — G= 0. M 33e—0HfF. 

G(x—¿. Ü +£) = ó(x— é). 
FIH LRH, HERLIS HA R (LAD AIZE . u BN i BU rip 3 
Fh(4.36) Beu, GU ERII YE Se (4.37y.(4.40 RA (4.41) S E ii 
证 令 5 一 0, 便 得 到 


m í x 
| 0 


Girit -TREErdzdr 


| G(x--¿. doede 


vu 


—u(x.t)— 


+ | [set | i — e (TG. | sa dr. 


HI- -ARER {H p r ER iE A ENAA.) (4.37) fu 


ux. Ñ= ,TIQEdr 


al 
+j CE 一 bp()Qe 


十 NI z(y gult) a | lar. (4.42) 


|: 
44 Green 函 数 的 求法 


求 热传导 方程 混 各 问题 的 Green 函数 , 也 就 是 要 解 -个 特殊 的 执 
传导 方 积 混 合 癌 题 , 这 个 问题 只 依赖 于 区 域 吊 与 方程 的 非 齐 次 项 及 定 
解 条 件 , 即 初 . 边 值 冰 数 无 关 . 我 们 也 可 以 采用 在 8 3 中 介绍 的 镜 得 法 或 
PEourier 方 法 求 得 一 些 特 殊 区 感 中 的 Green 因数 .上 下放 举 例 作 简要 介绍 . 

一 、 镜 象 法 

例 1 oR. : 维 热 传导 方程 (第 “边界 条 件 ) 混 合 问题 在 区 间 
[总 , 门 上 的 Green 国 数 ,即兴 和解 定 解 品 题 : 


i 32 
0 (0<x<L¿>0, (4.43) 
CÉ CX 
t| - ö(x— č} Osn ési (4.44) 
ul-o5u |50 (20. (4.45) 
解 ” 将 定 交 在 区 和 何 [0, 站 上 的 匡 数 # 奇 21 同 斯 折 展 到 无 限 区 间 
(一 co 十 oQ). 在 点 x 一 2 十 2rln 二 土 1, 土 2,…) 录 各 设 壬 一 个 “ 源 ", 在 点 
YX 一 一 上 十 2 一 和. +1, +2, Wb Tre 一 个 " 谍 ", 机 图 1 一 13 所 尺 . 
一 Ba 日 .和 日 十 
-2 -etu era I ppa T 
F 1- 13 
fT H r BJ 389 KE en +c) Le ui DÆ 
n nz . 
EE (Stra +o t>0, (4.46) 
CE CX 
区 | -一 2 lò —ë— 2n (x+ —2nD1. (447) 
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H J' hi aR2188|BH3R BE, 在 点 * 一 0 利 x= I WL PS ipi u — 0. N Hat 
传导 产程 初 攻 问题 基本 解 的 表达 式 导 11 k Green rÁ s 
u= Ox, të, Ü) . 


1 x — t x+ + < 
=z 21 ar) EPT Sall (4.48) 

Ho oA 28 
有 二 一 了 一 > e . (4.49) 


2 J Tt” 
FEMI ELOA Bl 去 示 式 作 进 一 步 的 化 管 因为 它 是 ee 
mxh JHH $ 1 EHE | 本 | 类 : #ZFouri er 级 数理 论 它 u] B JF RA F = 村 si 
项 的 Fourier 级 数 , 咱 
(f(x. D =i at) +> a, (t) cos DFTX. 


eN 


HOG. OII RIKET E Ria 人 (一 0,1.2， 


al 
a. {t) = 2j Dix. D) cos 2n mzxdx 


“v i 
> 1 [ 1 了 LLET ` Ja 
一 二 cos nnr ——— e " | x 
J, L2 / wt" s. 
1 — Al ga 
=— == > | e T cos2nxxdx Sym h) 
‘ni 775. [ 
1 v = sl ， 
= "`= ? | e s cCoOas2nm dy 
j zt sl, | 
] +; - a y ` 
=== | e i eos Anny ady |2z=—— 
VET, ` 9 t 2 
4 
=I e’ cosina Utz de 
x T 
2 e Mat 让 


3“- 步 我 们 运用 了 Laplace 积 分 的 忆 针 结果 


ON pe 


| | Te ‘cos 2bx dy= 2 e (4.50) 
AFE, OPARA ETI DER 

oix. Ð= 1+27 e- t*a ODS ZNTK. f (4.51) 
利 肌 式 (4.51) 可 得 Green 商 数 的 级 数 形 式 


Gx, GE, = TE e` "= Teos š (x— ¿)— cos 三 œ+] 


-2y e n sin” = ‘sin I HD. (4.52) 


上 述 级 数 对 寺 - 充 分 大 的 t， KAAR atus, 

例 2 REEFS EG jh RRRA ii yE P R < 
WEKRO —!(x.y) 10<zr<iy> 人 上 上 的 Green 两 数 , 即 求解 定 
解 问题 : 


(党 = )=0 (@<x<]y>0, >00} (4.53) 
u lo=òl(x— č yn) (0O<x<!,y20), (454) 
u |i- ul = 0 (y>0, (4.55) 
u |,- = 0 Osr). (4.56) 


解 EN ELIR EER HERERO EB Ska 6 35 T E 

#ky=08FJ3i 8] BR K AI Hr H pš Jay 
一 人 | Ox ooy oot, 

O FHR k tau St 6218 19 as Em. EG T 2nl. n) K 
点 { 一 上 十 30 有 — A )(n=0, 411, +2, 外 各 商家 -个 “ 源 ” fr 
m (—¿+2nl. n) AAE Hn. C SO AL + E2. Akf PL- > 
Ae 001 — 146275. 

TEHTE ETAY AY hi. F... PR udh At 


31 
Ñ 
| | i 
8-&—— maa B- å + —E + — 
l 
| | | | i 
| i 
£ p ot Ea = Fa Hi i "EFH PU EFH 3i EFN 4f Ea 
| i | | | 
l 
& 1 -=- 一 ++ -åh | A- A- — E 
I = I 
m 1-14 
Du Pu ğu 
0 (oo<cr3y<t+cot>0， (457) 
ci CX y 


| E [æi niynin yn) 


— êle i 2ni y +y) tåle + 2ni y +y]. (4.58) 
HJ ff E, 在 直线 < 一 0.x 一 上 和 7y 一 0 了 显然 保持 有 5 一 0 人 > 0). 
根据 热传导 方程 初 值 问题 基本 解 的 此 达 式 , 即 可 得 所 求 的 Green 
函数 为 


u= G(x Ev 


r 1 u a _ -U eniro 
=L gal ° 
— n i Fe” Ix n tiydi t | 
1 “i xe £ x+ t 
=— ar } — —- 
41 “i nt | [a 24 AP ) o a aP )| 
Et 
[ol "ar. rs) } (4.59) 


利 内 08 国 数 的 线 数 表达 式 人 51 可 将 上 述 Green 示 数 的 形式 
进 - -bik A 
u= G(x ey 
1 si yf RE £ V O x+ _ ` 
nt u: əl 737) Mg rl 


Oa oo mA e n 
= Tar sh 2e : | cos z 一 CDs x+ 引 ] 


` y E= r i n'r E ` 
= p e “sho Te z: sinsin = .本 (4.60) 
E ni Ë , 


suma 例 1 记 得 的 级 数 (4.52) HE R ETAK t 28 


Z. cies 方法 
例 3 求 三 维 热 传导 方程 (第 :边界 条 件 ) 混 合 问 题 在 区 戚 总 
荆 的 Green 国 青 ., 即 求解 定 解 问题 : 


| Au=0 (PeQ > 0. (4.61) 
P 
| i |: = à( P — Po) (Pe (>, Pe (Q). (4.62) 
u= (Pec (2), 120). f (4.63) 
HO TIERE BLB D — (A.633 845 ny FEIE i MEA 
Í -AUP — ¿L(P)=0 (Pe Oy, {4,64} 
[7 一 0 (Pep O). (4.65) 


恨 据 多 维 情 形 特 征 千 同上 是 的 持 本 定理 { 风 第 开间 引 得, 存在 
无 穴 儿 个 机 特征 值 Z; > 001.2, .和 相应 的 规划 化 的 特征 函数 
DL (PXn=1.,2, COR ZY [B| L. (089 SLE 2 0: 2 kE. 
JA 1 (P. DTE FS hl a $k A U (PN 展开 ,地 邻 
uP. D= ye (DUL OP. (1.86) 
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其 中 cs 的 是 待定 的 函数 ,把 式 (4.66) 代 和 人 方程 (4.61), 并 利用 特征 值 ?。 
利 相 应 特征 耳 数 忆 ( 百 所 满足 的 关系 式 {4.64), 有 


Sie "EU, (P) —e, (DAU, (P)] 


=Y [e.(O+ 4, e, DIU, (P)= 0. 


于 是 ,得 c, 加 应 满足 的 关系 式 
CE) H Àn Cn 四 一 0， (4.67) 
MERLE 1 A 90828 PF(A.69y8 


u(P.0)= X c (0U. (P)= &(P— Pa). 
ARERR U, (PELETE, B 


Ü, nZ m. 
[ U (PiU. PaP=a, =] (4.68) 
2 1, n= m. 
MOP yE X . M N 
e. (0)— | S(P— PBU, (PdP= U. (P3). (4.69) 


解 常 微分 方程 初 伯 问题 (4.67). (4.699, 得 
e D= U, (P.)e ™ (n= 1.2, e), (4.70) 
代入 (4.66); EHS ATR HJ Green A E 
u(P.D=G(P— P. t) 


=Y e U, (Po U, (PH). (4.71) 
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RE 变 分 方法 


变 分 方法 是 解数 学 物理 方程 定 解 问题 的 常用 方法 . 谈 分 原理 
摘 述 微分 方程 定 解 问题 或 特征 值 问题 与 一 定 条 件 下 泛 函 的 棚 值 问 
题 之 间 存 在 着 的 一 种 等 价 关系 ,从 而 可 以 通过 求解 相应 泛 郴 的 租 
值 问 题 ( 即 变 分 问题 ) 得 到 微分 方程 定 解 问题 或 特征 值 问题 的 解 . 

在 本 章 中 ,和 栽 们 主要 以 二 维 位 势 方程 的 边 值 问题 为 合 , 叙 述 相 
应 的 变 分 原理 ,证 明 变 分 问题 解 的 存在 唯一 壮 , 并 简要 介绍 来 宽 分 
问题 过 人 己 解 的 一 些 有 北方 法 , 如 Rits .Galerkin 方 法 加 有 限 元 方 
法 等 , 对 近似 解 的 误差 估计 和 稳定 性 问题 作 了 讨论 .为 了 竹 述 简 
尘 , 而 又 不 失 理 论 上 的 严密 性 ,本章 在 中 中 先 介绍 昌 Hilbert 空 间 ， 
Sobolev 空 间 与 广义 解 等 一 些 基 本 概念 . 


$1. Hilbert 2 #]5Sobolev € 


1.1 内 积 空间 


在 线性 代数 课程 中 我们 曾 学 过 线性 空 何 的 概念 .为 了 在 一 般 
的 抽 莹 线性 空间 中 引入 氏 度 .角度 、 邮 离 等 度量 概念 ,以 全 把 极限 ， 
连续 等 几何 即 分析 的 松 念 都 推广 到 线性 全 亲 , Ju L15638 A 8 BU) A 
积 概 念 加 以 推广 ,建立 内 积 空 间 的 概念 . 

定义 1 如 玉 对 于 线性 空间 玉 中 的 每 -对 匹 素 xy ,部 对 永 有 
一 个 确定 的 实数 . 记 为 {xy}, 使 对 任意 的 x.y.zeE. eR RA TER 

Do awa) (对 称 性 )， 

l) (zZxy)= z(xx) GURE) 

ili) G@tyasixa toz) OJ BUOPE, 
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iv) (x,x) 220, 4 HA “r=0itA (x, x92500 (4 tE), 
则 称 (x.3) HEREKE. 定义 了 内 积 的 线性 空间 E 称 为 


EA. SDA 


x= (x,x) (1.1) 
kUSIR ANA 度 "的 度量 .出 内 积 的 性 质 这 一 iv) 不 难 验 证 ||x|| 
HA m t" KE Ria pa KEE 


i) [|x|2Z°O. “ RiR5y—00J[x]—0 Ü, (1.2) 
1) lax|=]|zs[] xi, (1.3) 
lD Ty | x + yl. (1.4) 


士 述 性 压 站, 训 起 显然 的 ,性质 i 的 广 明 需要 用 到 下 出 重要 的 不 
等 式 ( 通 常 称 为 Behwarz 丰 等 
Kas ix lyi (1.5) 
HE A ARHAR ARRERA ER 
Os{x— ty, x — ty) 
ee x), 
W PE t Kami K A fi Bi TARIE, MiP yla 
(xy) aay, 0 
移 项 后 开 方 , 即 得 (1.5) 式 . 
利用 Schwarz 不 等 式 , 号 可 以 证 明 不 等 式 (1,4). 具 统 注 意 
|x + y |° —(x+y.x-L3)— (xx) e+ (yo) 
<|x| +25x| ly + y = (Ix! + yl). 
通过 直接 计算 , 偿 可 得 到 内 积 空 间 另 -个 上 分 重要 的 几何 性 质 : 


iv) 基本 基本 人 一 3 用 二 到 < 旦 十 人 人， (1.6) 
称 为 炎 生 网 过 服 等 戏 


注 “于 行 四 边 形 等 式 " 这 个 名 称 来 自 初 等 几何 , ERRE 
x.3 张 成 的 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 的 站 方 和 等 于 四 条 边 的 - any 
EX 2 WRH RETARA 
RA — Ti EEE G Ia Aa RRE Z 013 ESEA] 
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的 美 系 , BiP E |x] =). 其 称 为 线性 赋 范 空间 , 而 |xl| 你 为 元 素 x 
的 藻 数 (或 煤 }). 

出 前 面 的 推导 已 证 明 内 积 空间 是 一 个 线性 赋 范 空间 , 其 范 数 
可 由 jx| = fea) RE. 

WEE. LAH, 具有 有 侍 久 的 后 半 部 分 不 满足 , UER 
为 x 的 半 模 .通常 把 半 模 记 作 hl 或 izls{( 注 意 : 这 里 的 || 不 是 绝对 值 ). 
由 半 模 |x|=0 不 能 导出 x 二 0. 

数学 分 析 的 基础 是 极限 .对 于 序列 的 各 种 收敛 概念 有 一 个 重 
Hpi: 一 个 序列 的 元 素 x, (加 以 代表 数 . 向 量 或 沙 数 ) 收 化 于 x， 
是 指 x 元 限 地 “ 趋 近 Ta 即 x 与 x 之 间 的 “ 胆 离 "可 以 无 限 地 减 小 . 
随 着 我 们 半 “ 奸 离 " 理 解 的 不 同 , 就 可 得 出 不 同 的 收 伍 定义 .在 耐量 
空间 中 , 任意 两 点 x.y 间 的 距离 是 用 问 明 x 一 y 的 长 度 米 刻画 的 . 仿 
此 ,对 线性 赋 藻 空间 中 任意 两 元 素 x、y, 我 们 称 x 一 y 的 范 数 ||x* 一 yj 
为 元 素 x.y 间 的 距离 , 记 作 Q(x,y). 并 因此 也 常 把 线性 赋 范 空间 的 元 . 
素 称 做 点 .由 此 可 见 , 存 线 性 赋 范 空间 中 由 范 数 诱导 出 的 有 距离 概念 
是 欧 氏 襟 间 R; 中 两 点 间距 离 概念 的 推广 .在 定义 了 内 积 的 钱 性 赋 


范 空间 中 期 有 
d(x,y)=|lx—y|= x-y- y) (1.7) 
现存 我 们 对 定义 了 内 积 的 线 | EREZNI 中 的 点 列 1x,1} 讨 论 其 
收 化 性 ,定义 类 似 于 数学 分 析 中 的 基本 列 (或 称 Cauchy 列 ), 并 讨论 
空间 的 完备 性 . 
EX 3 BH, 是 线性 赋 范 空间 五 中 的 一 个 局 列 , 如果 存 在 点 
xoe 吾 , 使 得 


lim |x, — xoli =0, 
MERAS x, GEOR AF Ato. 记 作 
lim x, 二 xo 或 x,—x (n— oo. 
ERREZ MERRESSA t 下 性 质 : 
D ARAP HR REE H; 
i) MAURAN e AAIE, ITEMS 0, fB(8 
. 59- 


[x [|<M VneN; 
ji). MEAR Ix, AF xek, 则 它 的 任意 一 个 子 序 
Six, } 也 收敛 于 点 xn， 
这 电 我 们 仅 给 出 性 质 )) 的 证 明 , 其 余人 性 质 的 证 明 贸 给 读者 .可 
LEEN 


lim x. = x H lim £s SX a 
则 由 不 等 式 (1.4) 
OS jxo ol S xz —x, |+ |x, — x oll 0 (有 一 co， 

. EL XoXo ] =0, Aix = Y o. 

定义 4 设 五 是 线性 赋 范 空间 ,点 列 fx 五. 如果 对 下 仔 意 给 
定 的 正 数 se, qf CERN, THB m. n> Nih. A 

|x. —x,. |<. 

WE 为 可 中 的 -个 基本 列 ( 或 Cauchy 列 ). 

与 数学 分 析 中 的 情形 相仿 , 容易 证 明 线 性 赋 范 空间 中 的 收 全 
点 到 必 为 基本 列 . 但 是 在 一 般 的 线性 同 范 空间 中 的 基本 列 不 E 
丰收 证 别 , 即 不 一 定 存在 XoER, 使 得 x, — xo. 

例如 ,在 实 连 续 函 数 空 总 5 0.1 ] E, FE 


il 
zl 一 | (|a, (1.8) 
* Ü 
考 系 点 列 {x Y: 
1 
Ü Jala. 
n 
n 1 1 
xX. (t) = PE 一 十 | 了 TS (n=2,3,.…). 
1 . 
1. el. 
2 
如 图 2 -I 所 示 . 则 有 
1 1 1 
[Er —x, || = — 一 一 一 | 一 0 (m. n= o) 
2i pn m 
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所 以 1 是 CUL0,1] 中 按 范 
数 人 1.8) 的 基本 列 .但 它 不 是 收 剑 
m. RKE. RAS A xa = x. (t) 
eC[ 0,1] ,使 得 


|x. Xolio > 人 (n oo. 


HA 


al 
|w. xolo™ | | x, (0) —x (D | dt 
Ü 


` 
m] 


十 | | x. (0) — xolt) | dt 


A N 
zo | x (D Í| dz 
O 


+Í -ma 的 1dl 


而 这 个 等 式 的 右 端 中 每 个 积分 都 是 非 负 的 ,所 以 应 有 


1 


1 
0, 0=#=<—, 
| 2 
1, riw 


这 与 xo(DeCT 0,1 FJA. Dki x, YA htik ayl. 


定义 5 #H3L SR EEBDETW =š] EB BJ Bi q 3E28 l| AFE Ep 


B) 5 EERE. 


正如 我 们 在 数学 分 析 中 所 知 ,对 于 实数 域 而 言 , 有 一 个 极为 重 
MTER. 即 凡 基本 列 必 收敛, 这 叫做 实数 咸 的 家 务 性 ,由 于 实数 


域 具 有 完备 性 ,因此 它 其 有 很 好 的 性 质 及 广泛 的 应 上 


,这 是 有 二 


域 无 法 与 之 相 比 的 .例如 在 有 理 数 砧 内 ,方程 x?==2 无 解 , 就 是 因为 
它 和 不 是 完 短 的 .对 于 不 完备 的 线性 赋 范 空间 , 在 应 用 上 也 会 造成 许 


多 困难 .因此 , 仿照 在 数 域 中 通过 引进 元 理 数 扩 充 成 完备 的 实数 
域 ,我们 也 设想 在 不 完备 的 空间 中 补充 进 一 些 新 的 “ 忆 ,使 得 不 收 
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AEEA RRA RIR ,将 不 完备 的 空间 扩充 成 完备 的 空间 . 
1.2 Hilbert f] 


EX 6 EHAR TEE A Hilbert H. 完备 的 线 忻 赋 范 
空间 称 为 Banach 空 间 . 
X F, Hilbert HE :种 特殊 类 型 的 Banach 人 空间. 一般 的 
AET ARESA EER. 但 我 们 可 采取 加 上 一 二" 裤 限 
点 "的 办 法 使 其 完备 化 而 成 为 Hiibert 空 间 ， 

TERRE: WAPE H gy ri E B. m xin] -个 线性 空 
l]. AAAA AARE EA E. 不 同 的 范 数 导 化 不 同 的 
KAUPE PIA, fEC a,b 1 thara SY a Ra aB ai SE CE) 


leje max |u(x), ureC[ a,b ] , 
max h 


JL 3EBSTEC a,b] 是 一 个 完备 的 Banach 空 间 , Fe ex uleti 
ia EE Eue 32 JH 23 V py £T 


lo=| edre,  u(eC [ab], 


B| PD TD Æ iah. Cr ab ] 就 不 是 一 个 完备 空间 ,区 苦 定 义 
TE SON M PFL JS) 
ull. 一 | Ë zedz] ， u(x)yeC l a,b ], 


MRE ele, By kaise k. LAES, 这 时 Cf a,51] 也 
不 是 完备 的 .对 间 “线性 空间 上 . 以 两 种 不 同方 式 定义 的 范 数 , 若 确 
定 相同 的 收敛 性 , 就 可 以 汰 为 它们 没有 区 别 , 这 就 二 等 价 异 的 概念 . 

定义 7 设 在 线性 空间 E 上 规定 的 两 种 模 | 上 -| 和 |1s, 如 果 存 
fru oky. p. fs 

gilh < Ixls<Blxl, V x=E 

Ro WERI o SER. 

ERA. BATEE, MRH E AA FE 
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列 , 按 轨 一 模 亿 必然 收 仿 , 因 而 ,出 收 化 概念 派生 出 来 的 其 他 概 
念 ( 旭 冠 短 件 等 } 也 等 价 . 


13 正 交 分 解 与 投影 定理 


在 引入 了 内 积 和 内 要 空间 的 投 念 后 , 我 们 可 以 仿照 欧 氏 空间 
了 :那样 , 在 抽象 的 内 积 空 间 中 利 内 内 积 引 人 人 正 交 概念 .并 在 此 基础 
上 进一步 这 人 论 Hilbert 空 间 中 正 交 投影 . IE 2 r 8 SE rE 93 JU IS 
FE, A R 28 E J BU he TE t ir lal EB. 

ES 8 RERKR SH, x yE, 于 是 五 中 非 空 子 集 -. 如 果 内 
积 (x,3) 二 0, 则 称 x 与 y 是 下 变 的 , 记 作 x y. 

又 旭 果 x 与 用 中 的 ICRAF, R 

XL y, V ye M. 
则 称 关 与 好 止 变 , 记 作 x M. MEF GMI- DERELER 
ñ k, RAMEEZ 3k. fE M BD 
-一 | x M,xeE). 

WIR, EEMO PE EB T7 B. 

TERRIC E HRUP, 设 结 定 一 个 通过 原点 0 的 平面 六 , UMER 
的 一 个 子 空间 ,而 好 ~- ERO, ESME P AE. hz i 
解析 几何 知 , 对 什 章 向量 xe 了 :向 量 * 可 正 委 分 解 成 

x= yo +z. 

H H yoe M H [8] axt 3E Iñi M LAT 
影 向 量 ,z 王 x 一 ye > (WL 42 — 2). 

从 上 还 几 住 性 质 可 以 看 出 , 向 量 
x 一 和 的 长 度 ( 即 模 )? 就 是 点 已 到 平面 
MRB. Hi 


B2 
BE i, 0 xE M F 004805 A Ey ii ME XS xB BEE ou, 
Ak 4] EE L EA IRAE R P i ERTED 88. E 


lesy 5da M) int e= yh. 
xM 
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AS xm `w t — == 


Kes e> Px 


EA Be FE ir y 2 Hi] 8 A 92 J ñu sk R. a a ITEE 111 83 REE TH 
结果 推广 到 Hilbert 空 间 ， 

定理 1 iZMAHilbert2s[a]HB8J — T Tez [8], xeH, 但 xzg&ay， 
X tx e ML L x2I| MP RP sa, BI 


|e— xe |=inf |x=. 


则 xz 一 zw M. 
证 明 XJ EHE x Í, 
KOS |x ixu ted. BE 及 

[H D y yeM. x e M. EJ xu T aye M. i 

KAj 
RIERA RORI a E fF, pu 8! (0)=0, 而 

JS |z xy el xu, y) He iyl 

1j (0) 二 0, 得 


(x— Xa y)}=0, Y ye M. 
HEE 
xxx M. 
JM 38 Re EM ERIE 8852, 记 作 
xx= lyx. 

aTe 我 们 研究 正 交 投影 x; 的 存在 性 问题 ,因为 一般 说 来 , 对 内 积 
宇 间 1 中 的 任意 x 及 任意 线性 于 空间 ,x 在 用 上 的 投影 xw 是 不 定 存 
在 的 但 本 了 Hilbext 空 间 石 中 的 闭 线性 子 空间 ,我 们 有 下 述 结 论 : 

定理 2 (投影 定理 ) 设 村 为 Hilbert 空 间 瑟 中 的 闭 线 性 子 空 
间 , 则 对 任意 的 xe 昌 ,但 x#MM, 存 在 唯 - -的 xwe MM 使 得 


lz 一 xx 一 inflx 一 ?| : 


证 明 令 Z=inf 1z 一 ?| 则 在 在 / LS 


yaeM{n=1, 2,0), ÆŒjx— y, | 8 2-3 


>d. FE, Ye>0, #FfE N> 0, i n, m NH 


z 
H . E 
emy PEH ey <+: 


HA O HyDeM. Ik | O, 1 y) |= 2. h T tipu 68 Ç i 


HI. ir. m > NHP 


[a ya T5 ya z Py y, 1 
52 |ya —x|Ë+2|x—y, | 
1 .2 
j| 6. tya 
<4d + — Ad 


=g", 

T WL y, ERARA, r Ex 8 H. Wy, — xu. LAMERA. it 
Xs = M. Ed= læ— xil- 

AMEI Y EMLA R xtro F A EE-E 

Fanau AxM U JY P SZ. Mea xue M, Hx 一 xywe 
M.x- x LeM-.H EMARE TEH], bX 

xua l=(x—x a aa EM 
XAeorkheM, xu- xbeM -Th(xe x i (xw 一 x p), EH 
(xm X h. Xu x u}= 0. 

Axu x hl 50.7 iy = x h 

综合 上 述 定理 1 和 定理 2, 可 以 看 出 . v xeH, frfEHE — Bj x 8 M 
和 ze 一 ,使 得 


| 

x= xu tZ. (1.9) x 

RODE X: MAIE EN. s 
+ 

1.4 有 界线 性 泛 函 与 了 Riesz 表 示 定 理 s 

# 


所 请 变 分 问题 即 指 泛 通 的 极 值 问题 . 2 Ir dk (J 15] 8k 8 3512 EB 
人 的 概念 . 
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EX 9 i) 设 五 是 线性 风范 空间 , 且 为 实数 左 , 则 称 映射 产 FE 
>RH Z ÉS; 

i £V x. x eE i. A 
fx. x = f(xu L f(x). 

frx) afa) 


WEHE E A: 
ii 着 Vx, reEm=1, 2 e) Hx, 一 xX 时 有 六 x )— fO), MER 
KARA PS: 
iv) div xe E, 3 M>0, i: 
| Rx) | < MI xl, 


MEH DZA. 

E REARERRE TEL E>RAR HEZK, 则 流连 续 
ZRII E 2: 28 PF RL 22 A A A. 

证 朋 (AAR I IR, BUTEM > 0, fli 

| fx) =< Mlx|. V xe E. 
若 x > xix.. xe E). W| 
Fa dfe | = | fx, —x) <Mri x, —x|—0, 

即 有 fx ) 二 有 .所 以 1 为 连续 泛 函 . 

CA HTD JI EURE. AAA. 划 对 每 一 个 自然 数 n, 必 存 在 
x, EE, x, #0 (n= 1,2.…), 使 得 

| (x. ) l Z n.| x. ||. 


D y. I , 则 
h 
由 /的 连续 注 , 有 Fw ) 一 六 0 一 0. 
但 另 -- 方 而 
Ifo) | =— | x.) | >L. 
ni >| 


W WH Tr r hi. PR PLE A. 
F ae BH, 对 于 线性 泛 函 ,有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 . 
310 RA E— RA 22 PEZ ps, u 


EA) d infi M| Fx) | < Mi||x||, V x= E (1.10) 
PEALE ARII. 
式 人 .10) 也 可 去 述 为 
| 
l / l =sup | 站 —= sup |x). (1.11) 
EE 1 i sn 
HA 
| fx) | =< ZI ixl- (1.12) 


W HE:Hilbert“%# IHH -B] E u 3E8xeH, 2 yE Z e8 
1 = (x.y). vyeH, 

它 显 然 是 线性 的 .由 Schwarz 不 等 式 有 
[fj S | (x) | Sly vyelH. 

ETUER KIRARA. E H f < |x). XA y= xi. fO) 

=(x,x)= |x], 故 有 fF Sji 友之 , 对 任意 一 个 定义 在 互 上 的 

有 界线 性 江 泊 f(y), 是 再 也 一 定 存在 一 个 记过 x aH. 使 它 能 志 成 内 

FR (ar ， DENES [| 28 2 HEW. 12 8 5 (ie pR 2 r h 8 2 8 Bz 


定理 4 (Rieszk 2 E HB) iS HAEHilbert”: a|, 那么 , *FTH_F 
HHE- AS ARETE RN), 存在 唯一 的 w eH, tii 
FDS (y, x). W xell. 
AIZI =l: | 
在 证 明 上 述 定 理 之 前 , 我 们 先 对 瑟 王 及 的 情形 讨论 Riesz 表 未 
定理 的 几何 意义 .对 BR 上 的 有 界线 性 涝 也 f(x). Riesz 胡 示 定 埋 的 结 
论 是 指 .存在 队 AaS fr, a y| ER 


Fx) z ixi xex t XX= (2, X), 


V x= xu, Xx xek’. 
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HIER HRF MM 
ki snap w xeR:, 

aj z = {xi z ZL l MA MENA Æ. Br pA, Riesz k As AE HE rh 
的 w eH. ERIRE a e SB ET txeH | 下 加 一 由 的 "法 网 其 ”. 

HUE AE LEAFA AN F: 

证 明 &M=!xEH | AOS RANEE H]. ACEH R] 
ERTE E i. 

WEM = H, 刚 0 一 Ai 一 名 ,人 此 时 只 要 取 % 一 0 便 满 号 定理 


IR. . 
GME H MAA xeH, xgM, E) 0RR E EGE 
HDA. MTE - 
kam Ento {xue M , xu 2 Ü) 

f#z,—= xm x8 M T , BJ 

(z..y)= Q, W ye M. 

根据 对 五 = 本 情形 的 分 析 , 应 取 # SAUER GEW 8k). 为 此 

PEH ARE 

f(xy= (y; . x), Vi xe H. 
K= za. eS (Az, za), BA 


ES. 
E 
现 证 明 y Te “ria r 8sst095ek. 为 此 完 对 任意 的 xe 太 进行 正 


SEAE, be a 一 ,使 得 x 一 cznE 并 .由 着 的 定义 即 抄 ce 使 得 
Fx ez.) =f(x)— efed. 


: fx) 
Fe A, 
所 以 c z.) h 


_ Jx) 
fizo) 


zoe N. 


p 


Oro x)=(¿z X) = (22 E ezt (zo ez = Aclizol = f(x). 
MERIR, 取 y = sen, 有 % 便 满足 定理 的 要 求 . 

最 后 证 明 叭 一 性 . 设 男 有 ,使 

成 中 一 人 X)» w xeH, 


出 
CF —y, x= D, w xe H. 
Hr=y; — y , B.B y, —y, = 0. 
15 Sobolev 空 间 


众所周知 , 一 些 煞 学 物理 方程 定 解 问题 的 建立 来 源 于 变 分 问 
题 , 即 求 能 莉 泛 画 的 被 值 .这 要 求 问 题 的 解 具 有 一 定 的 光滑 性 , 即 
要 求 在 积分 号 下 困 数 可 微 , 但 对 于 微 商 可 积 的 郴 圣 空间 , 其 完备 性 
当时 人 们 是 不 够 清楚 的 , 对 变 分 问题 解 的 存在 性 产生 了 疑问 . 因 
此 ,在 19 世 纪 后 半期 变 分 方法 曾 一 度 章 到 冷落 . 

1934 年 Sobolev 建 立 称 之 为 Sobolev H RIRE. JA m Ta g 
分 原理 建立 在 一 个 严格 的 理论 基础 上 .为 了 构造 Sobolev 空 间 , 首 
先 需 要 引进 广 立 微 商 的 相合， 

一 ， 广 义 微 商 

HRR O cR ,itxr= (xo Xr n a p dx= dnde dr 并 记 
Peria 

CAM = {uueC (0), Hsupp wc (251, (1.18 
其 中 suppu 表 了 东 对 定义 存 人 上 的 函数 u(x), 使 w(x) 关 0 的 点 集 的 闭 
E, 称 鸭 u(x) 的 友 集 -属于 Ce (2) 的 函数 称 为 定义 在 人 2 上 的 

定义 11 iuel) v OELG 1,2, e n) BH SESI 
FARAR 2 o (x)eCy((2), 有 关系 式 


Op r ， 
u dx=— | v ødr ((=1l.2, vsr (1.14) 
|, ex |, ? ( ) 


-2e 


RO, MERG (Y Æ R 3Ku(x) AJ Fx; BJ-- BU AEL Janu, 
u 
Xi 
E -Aka g HIT SSi atre aas p (z, 是 非 负 整数 ， 
i—1.2..,N), i! 
x*= xx Xu, 
|z. =x -z; + T Za, 


> nitr lovis 


D’=D7 Di Di =- - 


OX ex cE F 


如 果 PD eLA, ENF 
| | D'u | dx <o, 
r 

此 关 系 式 

| Diu $ dxr—(— yy [z D'ódx, Yonecrro (1.15) 

af 
R MRD UE SUAI x 2 PUN. 

当 Efzjee rm) 时 ,应 用 Green 公式 易 知 广 尽 徽 商 就 是 通 贡 (二 
HO FSI Fi. 

定理 5 jJU Xim- 的， f 

证 明 假设 不 然 , e Sr (xy E 8 N PA P]BS P SPA o 
Fot . 则 根据 定 广 11, 对 任意 蝴 娄 ooECre) ,有 


| u ĉo dx=- | v: pdx, 


R ex, Jn 


ee af 
f u a dx 一 本 ui odz. 
PIRAT R, 
| (p, — v? Jpdx 一 0， YYJECT (2). 
Q 


由 天 Co ODELAQ HRE, REQ ANu —ot =0, MEQA 
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D, 一 由, 需 指 荐 的 是 ,这 里 的 等 学 是 指 儿 平 处 处 相等 . 
二 、Sobolevy 空 间 
现在 我 们 引进 Sobolev 空 间 的 概念 . 


EML RHEA (OY K MeL). HEA M S 
eL,((OG=1,2,-:: , ARA Re AAR EA, Ul! 


微 说 u 
PE JH] 
Cx i 


H'(Q)= lu(x)us L ,(Q), H XR- eL (N), 


i=1,2, e nl. (1.16) 
并 规定 模 
~ Toa CUu z 1:2 
站 一 :dx 十 da ， 1.17 
kal IK š Z| Üx ) <| ( ) 
HADH Sobolev š Bl. 
定理 6 Sobolev= [HJ H'(OQyFE P 
HE 
(u. h=] wdxty | -和 a dx (1.18) 


是 -Hilbert# la]. 

证 明 ElazuFHH H (Mh 4 5 2 Hl. 

说 { (y EE (O ih 352482], B k oob}, | u, — u |h — 
0, 从 而 也 就 有 


Qz Qu A 
a, Ex; Hias 


=Ü, 


[te — u |, m 


HP L,CCOy63 Se PE, fÉ fB Kute) lu, WE ny, E k> 
coll], £f 


>o, | 


. i | Cuk ; 
j. lén Tulo 70 | 2 一 Vi _ 
由 于 
六 Cap / GIU m" 
h l ay, dx 一 | Px. pdx. YopEC "(42 


e dx 一 一 | pdr, YoeC D) 


| 42 w 


ADEIT 


u=- (=1,2,:- ,mn). 


上 述 缚 果 去 归咎 在 wweH (0), 使 得 
fus —u|:—0 (Roo). 
POA HOQ) ME G Arl. 
附注 r 号 (也 称 为 二 阶 Sobaley 和 守则 .更 Mtb, IE 
N mBiSobolev E NE" COA 
H (M= {ujue H XAD uL) vjem (1.19) 
并 规 乍 内 各 


. 
Gu) = | uudx+ Y | Du-Dudx (1.20) 
en x< m <“ 


AB: 
lu, = YG), ` (1.21) 
FERE P(O SLA). 
2 TRARA 
HUO) = (uoue (O), uha a=0}, 0 22) 


i: C (O) EHO) PEN ny 则 存在 [u, (oe 
CEC), HR noolt, A 
lu, (x) u(x)||a.a —0. 

HAD F aa SE CO RR |, RAA RAJE. 

=. WEBE 

Hk A EIR Aht žm r Sobolev [A5 HE R AE ja] e 
关系 , CEIRO A EREM 28 r EA E E FN. R (22 
R ph Pf URCOID. WIERA kE HeRR F: 
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HOA 1 ME (DHE (Qk D0ESR A PE r H 5 H' 
是 有 界 算 了 , 即 存在 常数 型 ,使 得 
lul 过 Wely， (1.23) 
而 且 捧 入 算 了 是 完全 连续 的 
这 个 定理 有 一 LEA E HA. i 
: MA. EIE (Q) Gu, HETH (OQ), 


UE (Qy < H' (42); 
ANTES EIEE (GD) 中 的 收敛 序列 , 不 仅 属 二 
H (Q), l HREF (Q) 中 的 收敛 序列 
皂 人 每 让 最 宗 念 连续 的 . 即 责 (Q 中 的 任 一 有 界 集 , FY 
EH (G) 中 亦 趾 有 界 集 , 而 且 存 在 在 于 (OO) 意 义 下 收敛 的 子 序 
IKRA ZEI). 
SREE (DLE (A IRM. 


BAER 2 #ik> 全, NE DCE Q Sr 8 MN WA 


(MACO), BETE KM, Wg 
lelen < Mw); , (1.24) 
B A Tr fJ. H (O> C(GQ yle S EER. 
RER Y BBA g EAR, 还 有 一 点 需要 特别 提 及 : 我 
INRE (QI A C((2), 即 指 若 一 个 平方 可 和 函数 只 此 它 具 有 直到 


A 阶 下 方 可 和 的 广义 徽 商 (*> 全 ) 那么 我 们 一 定 可 以 修改 这 个 函 


数 在 零 测 集 上 的 廿 数值 ,使 它 成 为 右上 的 连续 族 数 , 也 就 是 它 必 然 
与 一 个 连续 函数 对 等 . 
嵌入 定理 3 EE Ef epi Ek- I>, WH (Q) RA 
C (Q), 日 存在 常数 ,使 得 
lufe a < ul (1.25) 
HARTIE 后 (D0 (加 ) 是 完全 连续 算 子 . 
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四 、 迹 定理 

对 于 变 分 问题 的 解 . 除了 要 求 它 属于 革 咕 数 空 间 环 (8) 以 
Jh. kh BOR E EAH o (O LO RS WE — 8 üJ 3 tE. WU 3: a $V 
uC). JZ Aujo B E X JE BJ 1 MJ. IB ru OCO aa 的 含意 
是 什么 昵 8 MEEA O OQ, HT A EER Hi, 对 于 六 一 2 或 3 维 的 区 
RO, FRERE CA) 这 时 如 果 说 wlio 取 值 为 已 知 . 就 必 
须 给 出 确切 的 含意 . 

定理 TORE EFHO) EIRE Fy yu = 


天- 内 
ul: no ET 


pte ra=] 之 | 1 uds} (k>). 
” xin 
MERRET O BJ ERAM, 使 得 
yule- Millie. (1.26) 

IHE Brue (O). 可 以 找到 序列 ;ace (GQ, 使 
lu, ul — Ü. E SR. Tu, 是 末 (的 基本 列 . 由 迹 定 理 知 1Dz u. 1 
(l| SA D rL (ëO yrH ERA), FE peL Q), 使 得 

(Du, oa 0, Yaja] Skl. 

TR, Yucel, o= Dula AT- F" (Qy. 我 们 

MPRP A DUIE OE PE y 28: 
yu = p.= N 
LA T LE 98 AHY, AFEA KR AE. 

外 子宫 (xz| 委 更 一 二 和 称 为 AET Muci OQ i ERA u= 0 
dask- D. MAKO HIRR. ERI EE, A Y 8 
MAREN H FD que ER(OQYTN, you = 0, WHR Aula 0. 

五 ， 等 价 模 定理 

为 了 在 后 而 研究 插 值 帝 近 的 误 益 的 涡 费 , 有 必 竖 引进 Sobolev 空 
fD E f EE NF 个 函数 空间 的 模 如 果 定 六 比较 恰当 ,将 
会 对 回 题 的 研究 惠 来 六 使 .而 如 困 引 进 的 慌 与 原来 所 熟悉 的 模 等 价 , 那 
就 衣 示 对 于 新 的 模 , 空 间 的 结 掏 是 不 变 的 , 它 保持 了 原来 讼 州 的 性 质 . 

- 67 . 


对 weH(02), 省 定义 
Bu y T 
u=}| z } adr] , (1.27) 
则 不 难 验证 , 除 | 友 ; 一 0 不 能 导出 z=0 以 外 , 它 满 足 所 有 范 数 的 条 件 
(1.2). (1.4) Am EE AT, 
定理 8 (等 价 模 定 理 ) 设 fw) 是 定义 在 本 (02) 上 的 有 界线 性 汉 
K. HAEA ESE Hie AAO > 0. MRR up -Gde t e 228 
it IE a. B> 0. tE UJjue H'( QS 
adu HADY < puh ep tA .00.28) 
证 明 WEMA 11 BJ ASS A A AEO) L By 8 W kt 
TERR. P 1 Yr MDG. (lG =< AT lu, V luis u i Bz fr 
lz HGO SO + AMD. 


kz ` 即 得 (1.28) 谋 边 的 不 等 式 - 


右边 的 不 等 式 的 证 明 , 用 反 证 法 ,假设 不 然 , 则 对 任何 自然 数 
n. FT Eu, cH), TE 4 


[téa | 一 十， (1.29) 
. aa 1l 
(lezal T+A |° < (1.30) 


(1.29), FPA] u, ERO FA PL. ARA EL. UTTE TIFA 
i ERIB E u. e EITE AR OL O) ak T E 
v>, Jk >00. Em, n > E HA 


z 
| — tnla <— 


2 
.800 式 , 3k.>0, flim, n> kM} 
L 1 1 £ 
|, —u., | < | tts | + a 和 < 一 十 一 所 一 . 
> H P: 
' m. nz max! ki. kil Ip] 
本 
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Hl, ER CORIA P ili A UOT 728 YENI, PF uA O, Ë 
Je uhat moco). 

Fi, 0.29). (30RA HY 8 EH , RIHR 
ieli 51 ul 50. fA)|=0. 

H RER CAIT u Rb A RO HHR A EE U 38 F TA, py 

有 tw 一 0. 而 这 与 第 k] up 1 F A EEIE. 

作为 二 述 等 价 模 定 建 的 特例 , de In pA SE Ili DN T dË UD BJ 
不 k Poincaré KE AA Eriedrichs TIER 
”Peincare 不 等 式 : 对 ma aku (xe H' O. 有 不 等 式 


| zelja <d (| udx) HIj (= aF (1.81) 
成 立 . 共 中 ce 妃 仅 依 入 于 区 域 刀 ,前 与 丽 数 & 无 关 的 常数 . 
WERA tuch (Q). Wf(uy= | udr rZ EZ a, IH Schwarz 
+ 2 


不 等 式 和 隧 入 定理 1 有  _,. a 
kols] | dx} I | uidx) 
`Q O ”nn 


=el]. eu. 
WGEA AZA. MO Tu h E e Srath, f(ay= 0.18 a re tir s: 
证 王 的 全 部 条 件 . 改 出 该 定理 知 ,存在 常数 c, 使 得 
jat: Sef FaH j wu | 2 
此 有 即 Peincarg 在 等 并 f1.31). 


2° Friedrichs 不 等 式 


xT ur PR uH D 月 不 等 过 


luhed y i (9 dx+(| u(x)ds) j (1.32) 
in 
B He O EROII. c 8 MAKT KIRO, hi Fpi Ea): 


ie 


证 阴 eet en uds, ILSR EARE. X. (H 


- 62 - 


Schwarz 不 等 式 及 迹 定 理 
Iaolse(| uas) <clul.. 
Dr 


BORA D LAAR. Su ERE Malt, WRA Aa) 0AA 
而 由 等 价 模 定 理 , 得 


yigi 
jæi <d] x+ 人 | uds | | . 
na ” 


此 外 Friedrichs 不 等 式 (1,32). 
特别 地 , 当 we 本 (42) 时 ,有 
lus<elal;: =el Vul... (1.33) 
于 是 有 
aluh fuli Seule V ueHu Oy, 
其 中 e1.es 是 与 无 闫 的 常数 ,有 即 对 到 (02), Es |z |, 与 半 模 | 由 区 亦 即 
Val ) 等 价 . 


§2， 变 分 原理 


21 RFEA 


RTEA SB BRA R E 8: 设 有 一 个 处 于 
紧张 状态 的 溥 膜 , 其 水 平 位 置 为 Oxy 平 面 上 的 区 域 吕 ,在 区 域 的 边 
FEQ F.L MIRAE ENVE A oly) Mul ERE LERRA 
的 过 在 膜 平 衡 时 的 位 移 . 若 膜 的 内 部 还 受到 重 直 于 水 平 位 置 的 密 
度 为 ffz 轨 的 外 岂 的 作用 , 计 论 膜 处 于 半 衡 状态 时 的 形状 . 

根据 力学 中 的 县 小 势能 康 肆 : 受 外 力作 用 的 弹性 体 , 在 满足 

吕 记 边界 位 移 约 束 的 一 切 可 能 位 称 中 , 以 达到 平衡 状态 的 人 笠 移 使 
物体 前 所 势能 为 最 小 . 
PRT YE JSM E 
总 势能 二 应 变 能 一 外 力作 功 . 
MU EE ME ea E D K p 6 Pese sea eius we, S T MK OK J T 
. 70: 


作 的 功 . 设 腊 的 堪 状 为 E= vay Wa h EL. A 
Be MEAIM E BEIE IO 


TAS=T|| (IT tvi — Ddxdy 


p: 
z 到 | (uu dxdy, 
其 中 人 六 张力 的 大 小 ,AS 为 膜 由 填空 形 所 产生 的 面积 的 增 基 ,而 外 
力 所 作 的 功 为 
| fudxdy. 


n 


P CA 3 ÑE aF [PLHB R| 2 š ° 
T ; ` 
J[ u] -了 oropaaay 一 上 fudxdy. (2.1) 


HELT nRa FPZ Ea, 其 中 一 切 可 能 位 移 v(x,y) 的 
容许 函数 集 为 
K=(b(x,y)|f[ u] <+co Huk: a= ple yh. (2.2) 
Die. 膜 王 衡 问 题 此 结 为 求 泛 国 人 .1 在 条 件 w(xzy)e 民 下 的 极 
小 值 本题. 即 求 变 分 问题 
JLu] =minJi u] (2.3) 


的 解 w(x,y). 
晚 半 衡 问题 除了 由 结 为 求解 二 述 变 分 于 题 , 还 可 以 表述 为 求 
#tPoisson 方程 的 Diriechlet 门 题 
aaj (Q). (2.4) 
u= g (2.5) 
或 全 分 的 Galerkin 撒 式 
| Vuvudxdy=|| fvdxdy, y veHa OQ). (2.6) 
ün 


m 
可 以 证 明 , 人 在 ERISA FEA F — Z B]: Tr 26 rn pk sk E: F 
mM CEN Dirichlet i pg. 


-yi> 


和 在 让 图 有 Piriehlet 原 下 之 前 ,我 人 | 先 柜 立 下 述 变 分 法 的 时 本 引 | 理 . 
引 理 1 yee. REKE 
II fodxdy=0, Y vei Q), (2.7) 


ME O Efx. y)= 0. 
证 明 JH: WY e es O nye QO 2Ef(2.n)2 D. 不 妨 
IAE n> 0. HE EH, unan C 邻 域 五 < 名 中 仍 有 产 >0. 设 
D= (z. yay tO <d. 


E 
人 (x.y)e D. 


wye- D. 


u(x.y)= 


Wippe Fa (Qy IH E £ 


| fudxzdy= ii fudxdy > 0. 


Lp 


IEH 5 EEE Riz RITENI E. MEO YANE., 

2.2 Dirichlet 原理 与 广义 解 

规 在 我 们 亿 以 祷 异 拉稀 问题 为 例 , 证 归咎- 定 的 条 件 下 可 分 问题 
车 浊 ] 诬 簿 分 方程 定 解 问题 之 呵 的 靠 价 性 关系 .于 记述 伙 分 原 昌 ， 


定理 9 (Dirichlet HAD Hul, pec (O) CG CN), 
Poisson JRM Dirichlet g 


f Auf (0), (2.8) 
U aSo (2.9) 
EE SDE 
dlu Smin J ul. (2.10) 
R SM 
JL 中 = 二 | Vo dzgy : III fodydy, (2.11) 
E A 


~ 
s 


= va ve H, ol-o= p}. (2.12) 
以 改变 分 形 武 
Il (Vu'Vu)dxdy= | fudxdy, y vea 0). (2.13) 


FP Q 

二 者 起 互 相等 价 的 . 
证 明 村 证 定 解 问题 (2.9).(2.9) 与 变 分 柜 式 (2.13) 等 价 . 
tula ye CED N C“ 153 fw aus (2.8). (2.9)n0f6_M r 


一 ji (Autfvdrdy=0, Y ve). 


利用 Green 公式 化 简 . 即 有 
| (Vu vodrdy—|| fidxdy. Y uvEHAN). 


反之 , 出 引 嵌 1 即 得 一 Au 二 f. 占 定 解 问题 (2.8),(2.9) 5 (2.13) 等 
tr. 

而 再 证 变 分 问题 (2.10) 一 人 2.12) 与 (2.139) 等 价 . 为 书写 简单 起 
BL. 引进 记号 


Diu. o=|| Vu:Vodrdy, (2.145 
(u, u)= || uvåxdy, (2.15) 
2 
TRZ RELLA E 
Jiv] = Pu), D). (2.11) 


426 (2.13 28 
D(u,u)= (f. uy, Yy veti). (2.13)! 
brusM, 日 满足 
Ju ]=min dlw 
METER EPa Hve, Aut zue M. EH 
` 75 - 


J(z2)=J[u-+ zu] 


= Dl Hyo utan (f. + zu) 


=Jtul + -Dv, u) + Diu, o) — z (,t. 


由 于 j{0) =minj(a), Ji RR OR IS pue a Fev A (0)=0.RBH48 
Diu: (f. uy=0, Y ve Ha (2). 
DZ. 4TA kue M EIE (2.13 898 , M 


Jlu to] Jl u]= Dvo), vreBi OQ). 
H Dw EEAS, 则 对 - -Hve Qy D(o,u) 邯 得 
JLul= min Jw). 


综 上 所 述 , Dirichlet A 14] 

需要 强调 指出 的 是 ; 在 定 解 问题 (2.8), (2.9) 中 要 求 其 解 we 
CNCA. 而 在 空 分 问题 (2.10)- -2.19) 或 变 分 形式 (2.13) 中 的 
Mah Gana -CBFP AR. Mue Rulo = e. AWE. ERA 
ueM, Mug COCO rC (OQ). WHE tE KS u BA B E Ea 5 
(2.8). (2.9 ETRE S TAA. 我 们 把 它 称 为 是 定 解 问题 (2.8). 
(LDE x $e. 

又 车 我 们 把 给 定 的 函数 p(x,y)} 提 升 ( 延 拓 和 ) 为 $ x,y. 
fi e=sH'(Q)H $|; e= p, hyk gr 8 BN (2.10)— (2.12ysk (2.13) BS E. 
ukit u~ óe Hi( (OQ). 

EX1 #usH' (O) u— ó eH (D). H hit 


Jlu]= min Ji:o) 


tu— fell £h 
或 
D(u,u)= (f,u), Y veii). 
W FETE uie a F| a Poisson 方程 Pirichlet 和 问题 (2.8)， 
` Tq .- 


(2.9Ritz 形 式 的 广 基 


t, Galerkin TAI X Ke. 


arapi 210- (2.12y EA E RA 1 h RE J; m 28 
分 形式 {2.13) 在 力学 上 机 应 于 虚 功 原理 , 这 里 v 是 虚 位 移 , (2.13) zÉ 
AVEA EREA, 右 背 项 表示 虚 外 功 , 变 分 问题 吧 .10 一 (人 2. 有 与 


C2.13) 千 价 , 即 反映 了 最 小 势能 原理 与 虚 功 诛 嫂 的 等 价 性 . 


出 于 接 Galerkin 形 式 的 广义 解 册 发 去 求 近似 解 , 在 进行 离散 
化 和 应 用 上 更 为 万 便 , 更 便于 推广 , 因此 , 在 后 面 的 讨论 中 我 们 都 


以 Galerkin 形 式 汶 证， 


23 其 他 边 值 问题 的 变 分 原理 


下 而 我 们 简要 地 论述 :下 有 关 一 维 Poisson 方 程 其 他 类 型 边 


值 问题 的 变 分 原理 ， 
一 、Neumann 问 题 的 变 分 原理 
在 六 多 解 的 总 尽 下 ,下 述 二 个 问题 互相 等 价 : 
(I) —#EPoissonjr Pe Neumannhi Ea 


í —Au=f (2). 


其 中 
| fdxdy + t gds =0. 
vy “i 
(H) FE sÇ 


| vevedray=|| fedxdy + 中 gvda, 


ES 


yut ( (2). 
¿(ID Eam 
J[u ]= mim Jlu_, 


ref (2) 


Hop Ji =+ f Vui ‘dxdy—|| frdxdy. 
“2 Q 


(2.16) 
(2.17) 


(9.18) 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 


"Fi: 


注 Am phi (H yr. šele ==1.BI 41 
= | fdxdy+ J gds, (2.225 

|N Iñ k h: Neumann lis] 88 A fg BJ a 88 28 ËF. 同时 下 者 应 注意 到 
Neumann 问 题 的 解 不 是 唯一 的 . 苦 # 是 问题 的 解 , Biju + e(e AE 5 
常数 ) 也 是 解 . 了 志 可 以 让 明 , 冲 题 的 任意 两 个 解 的 莽 只 能 是 常数 . 

二 、 第 三 类 边 值 问题 的 变 分 原理 

在 上 义 解 的 意义 下 ,以 下 三 个 问题 互相 等 价 : 

(1) -二 维 Poisson 方 程 第 三 类 边 位 门 题 : 


—Au=f (Q), (2.23) 
| hu=g, Q). (2.24) 
CH 
(U) ETER 
Du = FU), Yvet (OQ, (2.25) 
Hali 
Deo=|| Vu-Vudxdy+ $ huuds, (2.26) 
in 
i 
五 (四 一 f fodxdy + $ grdes. (2.27) 
T r 
(H) 变 分 问题 
J[u]= min J[ u], (2.28) 


其 中 
J[o]= 总 f Vu | “say — ff fodzdy +- P hwds. (2.29) 
注 WRIA: 在 第 二 类 .第 三 类 边 值 问题 相应 的 变 分 
形式 或 次 分 问题 中 , fiuc (02). 边界 条 件 并 不 湛 要 击 在 容许 浮 数 
类 十 , 而 是 作为 沁 沁 的 一 部 分 , 出 取 泛 函 极 位 的 函数 自然 满足 的 . 
时 此 在 变 分 法 中 ,通常 称 第 类、 第 三 类 边界 条 件 为 自然 涩 网 
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BID Á 2S3 E Pj R s ej iF I fe Dirichlet H i di; 
的 , E IV My Cak b dr Bir ue M, DllueH' (Qy, H. 
u o = 0.3 LB R Eu la = old: 3943629353 IERTA 
KEMEM. Di 23 h. 通常 称 第 - 28 uB O RIEA AA 
FJERNA RESE 

MAEA R E TERASA Greeni KE 
把 变 分 形式 (也 ) 化 成 


| | i—Au . Dudxdy + 中 í “u +hu—g)vds=0, 
n GR ` 


Yvet (0). (2.30 
Hei 4 Ree HA OQ, 则 得 
| | (~An —Dedrdy=0. 
o 
Hy B: 19 EAI. 就 有 


fü A G 530) K. Buy 1 

$ (一 +hu— gy jud — Ü. 

-it ` (hH. : 
Brio pita E TA (Q P E BT BO fT RAS PITANI Pa S. MTS 
WIE A A, AA 


TE hap EM. (2.24) 
irl 
Ia. 82) Kdi. i R t 3 eE Bi EOZ A [8 J 4 9 


+ 


Biol FI Bima ni IU. 

三 ， 间 断 系数 问题 的 变 分 原理 

ÍR Z fa E E uC r J 4 2 i] Br š Ka la] ëB. B) 0. 2 L pi e fil! 
Asai fs EH WE B A J gA S, ZE PBO E BT A A F 3842 UB 


Í: ii 


fr: 


z (k: 过 + 总 a. ëy 21 j= (QO 


u| a= 0, 


ñu — 

ra =0 |a 9: 

E: rhk;= k, (x.y)2* ho >> 0. M. 
PO 4012235 O 30.32. T 
TERT dek: (x,y) PIT ETER. EZ FE ash 
指定 的 -- 个 法 向 , 边界 8 全 也 对 应 地 分 
REN, MER: 酚 部 分 .如 图 2 一 4 所 丰 . 
1'] 1], 表示 括号 [ j 中 的 函数 在 分 界线 


‘i 二 1.2), (2.31) 


(2.32) 
(2.33) 


TEREKE gilu] =0, 在 热传导 z 
问题 中 说 明 温度 w 在 三 上 是 连续 的 :而 


= 


BL 2-4 


条 全 大 | =0, 表示 热流 量 没 /二 连续 的 . 现在 我 们 证 明 , 在 广 
义 解 的 意义 下 上 述 定 解 问题 (2.31) 一 (2.33) 等 价 于 变 分 形式 


II kvuvodrdy+|| kVu-Vudxdy= || fvdxdy. 
R, Q, n 


wusHy( OQ, (2.84) 


事实 上 上 a 31) 出 发 , v ueIn( Q) 


r (a = J+flvardy=0 


P Fe aoa JHI 


{i=1,9), 


rrar å 

i E ns " 人 < oaxdy+|| (k Vu:Vudxdy 
a EXS €x + g Ey y 

pr A oo 7: s 全 A = 

| [= {ks cu vit . [o 人 oj|azay 十 | (hz¥ Hu YOdxdy 
BN Cr yi m 
-| furdxdy=0. 

E2] 


而 上 式 志 站 第 一 项 为 


T x> 
= k ods 
r+ Q cn 
0 
一 一 | ， Ë, F uds 
第 二 项 为 
4 Cu £ Ču ` 
k 2 
JI | ax\ Ex v) á {k êy oJ ldxdy 
A 
=> $ kz ~ vds 
r fE CI 
=Í k- vds, 
r n 
Eta Kaeh D m. 13868 48626 F(2.33), £ WI 2 AAE. 于 是 即 得 
变 分 形式 (2.34). 


同样 地 , 我 们 也 可 以 证 明 芷 广义 解 的 意义 下 , 上 上 述 定 解 问题 
(2.31) 一 (2.33) 也 等 价 于 记分 向 题 
J[u]=min Jiv]. (2.35) 


ER: EFI] 


其 中 
vod= 羡 人 | ka | Vu | saxqy 十 || ko | Vo lsdxdy) 


2 m, 


III fudxdy. (2.36) 


可 以 看 出 ,对 于 回 断 系数 的 问题 . H E Ea s pp u H X 
桂 珠 之 处 . 


24 Lax-MilgramẸ t 


HITEM YT Poisson X F 23835 18 M EUA 20 4) BRE yk ñi: 
ñ 7g ñ 


我 们 进步 讨论 这 些 相应 前 要 分 问题 的 通 定 : 


E: 即 广 文 解 的 存在 


HUB Pak at. 对 于 徽 分 方程 定 解 问题 的 适 定 性 门 题 , 在 - - 般 的 数 
党 物理 方程 睫 中 都 在 所 沦 及 ,但 出 玉 灾 分 问题 的 解 ( 即 定 解 后 题 的 
广 广 解 ) 直 在 比 定 艇 向 是 的 解 更 广 的 一 类 上 邱 数 空间 中 获得 的 .网 而 
HHE -性 和 稳定 忻 是 禁 能 得 公 你 证 是 需要 作 进 . - 步 评论 的 ， 

A AOGE H Ta ta DL. 我 们 先 寺 一般 形式 的 变 分 问题 建立 所 谢 的 
Lax- Milgram HIE . fija f AIX EHIH. Xt Poisson Ar fE 
Dirichlet H] HAN eumann [P] REA AAI 3222 N HJ Ham s pk. 

定理 10 (Lax-—MilgramiE BB) Z H): 一 个 Hijbert 空 间 ， 
Biu EH LÉIER MEJE R IAR RZ E 由 有 性 质 : 

D ERRE UH BRiu m B(o,u): 

iD ARPE BM | Beso) SMil ol oa 3 <o; 

Hi) TEETE. H Buu parjat y>0. 

又 五 (四 是 吾 主 的 有 界线 性 泛 国 . 则 存在 唯 eH. M: its 
Bius 0)= F(u), ue 


Wor Hafir 
: l ~l E à 
[Ba | < Fl. (2.37) 


证 明 HBl uB e ESETE. 6 aE Z 
[ z, ] = Blu,v) 
JER B] LIKH IN RL I BG OMR A AEREE TE. AT 
yuz s eu < Miu|”. 
市 此 可见, ARAE eja = luar l 与 寺中 诛 来 的 模 Jul 
SEARO PARo PAA PARHEZ R ARER AR 
PERU, PETE uH. (E 
FIN l uer j. Yueh, 


HJ 
Bta u)= Fw). yvef, 
2 Ar) e 


I GE. 

X . 

yu |*= Bw tt) [ wr tio 1 = Flua) |F: | tol 

即 得 合计 3 式 (2.37). 

附注 Lax- Milgram Hi, RJR RUR TEE R Bluu) 
ARRIER K A r Uyu] hE E ERE v HH TR Bj 3132 2 
MHZ RARETAT, 这 里 从 栈 . 前 而 我 们 曾 说 过 . Galerkin 形 式 的 广 
义 解 比 Ritz 形 式 的 广 六 解 更 便于 :推广 , -个 重要 的 推广 就 是 它 可 以 
不 要 求 双 线 性 形式 Blu, RIER. 

FERTH Lax- Milgram 定 理 , 来 计 论 Poisson 方 程 
了 iriehlet 问 题 和 Neumann 问 题 相 应 变 分 问题 的 通 定 性 , H wr l 
分 问题 都 采用 Galerkin 变 分 形式 ， 

定理 11 如 果 产 蕊 zx) , 则 Poisson 方 程 Dirichiet 问 题 


—Au=f (OQ, (2.8) 
| uka == Q (2.9) 

hy s JE zk 
D(u,u)= (f.u), W'ueHi( (2) (2.13) 


EP ARTEX TEAR H. 

证 明 iE RAR oE ó: $eHi(D, B ó, =e. 
w=u— 5 , Jia eH (Q). 

求 定 艇 问题 (2.8).(2.9JGalerkin 形 式 的 广义 解 , 即 求 
we H O). iE 
Diw y= (f,u) — D( ó w). Yve). (2.38) 


ig 
B(u,u)= Dw,v), 
F=f un — D( 5 , u). 


Bae, uE Hilbert AO ERI RETE K A ERLE tg Sç [N 


一 


un Vudxdy 
£ 


1- 


“(| wa) (| vo ta)" 


Shw huts 


(2.39) 
所 以 如 Lo 有 界 . 又 由 等 价 柑 定理 知 , 在 吾 ( 人 中 寞 42 与 1wol 等 
价 , 即 有 


a llops [Vui = wepaxay， 


| Yved (D, 
ía 

其 中 > 十 号 5 无 关 的 常数 . 故 有 

Biu D > z llul, 


Yve). 
DL B(u,uyiF s. 


(2.40) 
而 也 


FS | (fy | + | D(% 1 


<fl]. le. t$ ii eih 
<(|fl, + 19 otel. (2.41) 
HIFA) 1: B 48 RTEZ A. 


起 ,根据 Lax - Milgram E., TERDA Awe 
EE -…, 日 有 全 计 式 


1 . 
l< (Ifl, $ |D, 
BNA 384 


PHERCIDE X Etut tE ME -, H 


lu <i Q + 1912. 


(2.495 
D RAH u PEZ fco J ERRI 因此 定 解 问题 (2.8).(2.9) 在 广义 
解 的 意义 下 是 适 定 的 . 


定理 19 WEL). Mi|Poisson F 8#Neumannlaj E# 
—Au=f (O), (2.16) 
I Cu 
|] 5A, (2.17) 


CH ` Qu 


TRAIT 


|| faxdy + Ü gds=0. (2.18) 
a n 
时 , 相 诬 变 分 形式 
I | vuVodrdy=|| fudady+ Ó gods, Yvas) (2.19) 
i a in 


此 广义 解 在 相差 — T 5 E X T EEES, 
证 明 ” ”类似 定 理 11 的 证 其 , 可知 


EDS | fudxdy-- $ gvds (2.43) 
o rO 
EH (DELIA RREK. H. 
Buo) = DGüu,)= | | Vu Vudredy (2.44) 
ft 


RHO EAR. G AM RREZ PR HER Bu ds EE. E 
DFA ERRE- :性 已 不 成 立 , HAA umi Mu + (c E SE hr 5) 
也 是 解 .为 了 保证 解 的 唯 HE. wP DTH 

|f saxay=o. (2.45) 


ü 


EHO T [B] I 
Hs (()=!u(xa)|u8H'( (2, al| vdxdy=0! (2.46) 
EFi 
上 考虑 变 分 形式 的 解 . 即 求 eH (02, tE 
BQw=Fo). — VueB, (Q (2.47) 
成 立 ,根据 Poincare 不 等 式 (1.31) 尖 


u < lll (ul ujdxdy + (|! vaxdy) | 
42 < 
= elf (m+ dxdy—c Biv) Y ve O). 


ü 


BA 
Bwa» lol. yve, (X2). 
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i Biu syn: H. (OQ) F P IT E BU. 

利用 Lax 一 Milgram A. FFE zV (2.47) Bj ft ue H. ( (Dy 
ETETE WE — J ECAD d EBE IP BB (2.196 8, AA 
MUJ PEPE. COST. wash] (OOP QR z H 34 28 (2.18 
满足 时 , 可 让 所 述 过 年 问题 (2.16). (2.17) 83284 K ` 5 BE Tr. 
在 ,有 在 机 差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 的 . 

这 十 因为 在 (2.19) 中 ,车 取 b= (012868 H'( Qy, WA 


II faxdy+ f gds=0. (2.18) 


n 
ix RIZ PE(2. 18) MR a] g r R p E 26 4 Z. E EELE 
Æi, BJ HECA TRS ig W SE: EP. [aji BU gz. 

HZ F, ATETA (OQ), BAA ke, = 
-E | drS AKRONIM e. HOTIE A H 
l Biu, ü, vw ueH (#2), 
利用 条 件 ({2.18) 可 得 

#'(e)= 0. 
ky (2.47) UJ e u, 有 
0= Bu,vte)— Fvte.,) 
= Bl(u, v) — Fw). vveH'(). 
因而 就 是 原 问 是 (2.19) 的 解 .及 由 于 (2.47) 的 解 是 唯一 的 , 即 得 定 解 
问题 (2.16).(2.13) 的 广 文 解 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 只 一 . 


25 广义 解 的 可 微 性 


众所周知 , 如 果 偶 征 分 万 程 的 系数 和 非 刘 次 项 元 分 光滑 .那么 
广义 解 在 区 域 纪 内 部 任 一 团子 域 上 可 以 具有 喝 高 阶 的 广 祥 微 商 . 
此 外 ,车 区 碱 的 边界 8 与 边界 条 件 又 充分 光滑 ,那么 广义 解 在 政 
MKEO LEBARAN MA. R TRIE, 在 这 里 仅 以 Poisson 方 
程 Dirichjlet 问 题 为 例 , 作 一 些 说 明 、 
* ad + 


Adria- KRAE ERR EOC ERS. 
HO E NE P< bk. 对 任意 边界 点 Pe80, 如 时 存 在 :个 邻 域 
,人 性 得 PER TECA AP J PE sa B] Part BARRA yi U Yx- 
ya F(E (1<i< N—1)88#E APII ETM L ya Rh ht PERY 
外 法 向 ) 赤 下 为 
yr = yyy 4) 
HIH F wG yy 人 在 UF 门 6 和 8 在 点 忆 切 平面 二 投影 区 域内 , 对 
次 连续 可 微 的 , 则 称 人 eC™. 
对 上 Poisson 方 程 Dirichlet 回 题 
pA (02). 


u| o= p 


有 如 下 的 结果 : 
1° #0, Qee. fe H' (Q, Mus AONA O. HA 
fiit 


li ul a< M, | fll: . 
KEM I 14 tJ (2 RAIH 
2 Fez, Qe REYR EAE RJE. HfeLAN) pp 在 
已 内 存在 延 拓 中 ,具有 和 中 E 开 区 人 时 ,网 pe 用 有 估计 
[ali S< Malf H A E ild 


$3. 变 分 问题 的 几 种 近 位 解法 
在 上 “下 中 我 们 建立 了 数学 物理 方程 各 种 类 型 定 解 问 题 气 机 
应 已 分 问题 等 价 的 泽 分 原理 , 从 而 可 把 求 算 解 问题 的 解 转化 为 求 
相 玉 下 分 问题 的 解 .出 于 求 洗 解困 题 的 精确 解 党 是“ 件 较 困难 的 
E. 而 对 于 变 分 问题 我 们 有 针 种 近似 解法 ,这样 矣 可 以 得 到 原 定 解 
问题 的 近似 广义 解 .本 节 将 介绍 几 种 常用 的 求解 方法 . 


31 Ritz 方 法 


蔬 志 Ritz 形 式 的 变 分 问题 求解 变 分 问题 
- A5 a 


Jlul=minJ[p:, (3.1) 
HAZRO c 六 ,HOOD 为 Hilbext 空 间 , H IEE HO (= H(OO, 12 bŠ 


Jl o] 一 于 Do 一 Fa 


= | | Ve | *dx— mas (3.9) 
Q a 
Tfix=(xi x; Xs .dy=dx ax; dz, - 

Ritz 妆 法 的 基本 思想 是 : PEA p] KERA 
数 空 间 HCO2) 中 考虑 .因为 囊 () 是 无 穷 维 蚂 数 空 间 , 直接 求解 有 困 
难 .而 是 在 站 (人 内 找 一 个 有 限 维 的 子 空间 Sv, 其 维 数 为 N. 议 取 S, 
上 的 -= 组 基 画 数 po ors 则 Sw 可 表示 成 这 组 基 落 数 所 竺 成 
的 空间 , 记 作 1 


s =spaníg., Pr UU. pa} 
=u | u=Š`c, pc eR}. (3.3 
于 是 ， 对 任意 zweESw + 有 x : 
I uw=2 Ci i (8.4) 


Erpe ((=1,2,-, MERE 
在 Sx 上 求 变 分 问题 (3.1). DM WM u Ruses, WEI 
di us! =minJ[ u], (8.5) 


JL Ds J = DG. * ux) PV) 


N 


0 pi Sao) -ASe e.) 


= 


= D(o: , @, Jei o -F Keo: jc: (8.6) 
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iU EA HIZI] Be FAA 
A= [ tj j Mx = L Do, + €; ) ] NXN? 


el 、， Fip) 
e=( cs | Fipa) ) (8.7) 
cv Flow 


JUs. = cAc -e F. (3.8) 


出 


AORERE os 7 的 极 小 值 问 题 ,转化 为 球 以 el, ce :ex 为 自 
E MIRU. cre e c AIAMET E. 

ENTEIRA A EEE PE. 

引 理 2 和 矩阵 4 =E Dip: p) ] ss AE IF E B. 

WBA AAIEN eS {e cs,… ,cn) ,有 


N M 
elAc= D(us, o) DX e g: D: @, ) 


= v er p: } ax>0. 


EFi 


而 ce7 A e =0% ELENO g: J= 0 时 成 立 .由 于 >e q e HOQ), tH 


POHO SHELO) B JR BB H Z 当 > c pi =Ü R z. Fo. 
pett PERERIN. ATEA 

ë; =Ü G=1,B, =, N} 
BR H {X e =0te"Ae = 0, BURRA F: EAE E PE. 

IH ERA 的 正定 性 , UE T OI RUG cess U eo RVE 
ETE. WE E mg R E Bu P a d [ ov] 在 
e' = (d,e e CM 1532148 E, MA 

êJ E us J =0 (i=1,2,.……, N). 


üe i (ee aa 
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mi 
Ac’ =F, (3.9) 
六 为 A 1 £0. CEREO IRAE AE FE 


N 


ux =} cio; {8.10 


1=1 


RE A EI 3.2 URE. 
3.2 Galerkin > 


等 虐 显 分 的 各 alerkin 形 式 : RKfueH D. Q C R: HOA 
Hilbert” Wp 使 得 


r 


l VuVodz=] fodx. VveH(O). (8.11) 


RIRE ME 
Dud = F (uy, WE 再) (3.12) 
s iBqalerkin Mi, ME ABU SRitz Fi - 样 , BE (Q) 
中 的 一 个 有 限 维 子 至 闻 S， 
Ss 一 spanfol pro psl, 
Tgn ge pn 是 和 N 个 线性 无 关 的 基 靖 数 .在 Sx 中 和 导 求 变 分 形式 
(BIDEE Mur 则 wweSw,; 使 得 


Ml v= F(us), YW UyESS, (3.13) 
Hius =; 0 二 1,2,… N). jf- a 46 G. 12) 和 的 近似 解 
u=)! @; (3.14) 


为 确定 系数 ei 二 1,2, 一 ;全 ;把 vw ww 代入 (3.13) 式 , 芭 得 方程 组 


Dius vd F= DY do, (9: J- Fw) 


=F Dio, spi Jei — Fie ) 
=0 G=1,2..…,N). (3.15) 
RHG TPA EE. PREA 


IR ` 


Tanay EH- 


Ac =F. (3.16) 
ka Ritmika -个 代数 方程 组 . 
A F. 8128 l ma tus 过 程 叮 见 . Galerkin 方 法 
对 驱 线 性 形式 DE) 开 不 一 定点 有 对 称 , 正定 的 条 件 限 制 , 因此 ， 
XPE MA ER E RER EERS. 
ir 809282 t. 元 论 是 Ritz 记 法 还 起 Galcrkin 方 法 , 都 有 - 
个 共同 的 特点 : 所 得 到 的 近 笋 解 & BA Wu KS T SB] S. 上 的 最 
佳 逼近 元 , [Ewx 按 能 时 模 收 化 到 广义 能 zw. 下 而 我 们 对 Galerkin 意 义 
下 的 近似 解 建 并 投影 性 质 及 收 全 性 定理 .由 于 住 D(w,t) 对 称 正定 的 
条 件 下 ,Ritz 廊 法 与 Galerkin 方 法 是 等 价 的 , 国 身 也 有 相同 的 结论 . 
定理 13 (投影 性 质 ) ” 没 4 十 Galerkin 意 浆 下 的 站 六 租 , uw 十 
Galerkin MIRTE EAE M A Ss Hilberta HECO) IIT 
EHBE. uy hraa df Sa LAITE HI 
Lu™ usx =0; Vives. (3.17) 


Ju as] r= nf jte — ttx flir (8.18) 
Hopp JABE A E. 部 
[uv]= Dou. oy= || Vu-Vudxdy, 


m 


An 


MERER, Mula5 Tuu]. 
证 表册 tw 的 定义 ,有 
Du, w= Fiw). y we Q) (3.19) 
Rs 一 Fw， V ONE, (3.20) 
H FS. HOQ. AER.) Hulu = wwESw, 得 
Diu, s) Fliwn). 
与 式 (3.20) 相 减 , 使 得 
Dlu— ur,wx)=0, Y UKE. 

此 即 让 册 了 式 介 .173 成立 . 
让 式 (3.18) 成 六 .作息 wweS,, 出 能 量 模 的 定义 
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Jau uy y Du ha uy) 
=D(u—us Hw D(u ys y ux). 
E Aes use GLD A ERA R BBN R AA 


Jum us [= DUS us, u s) 


=| u us t — tov] 
S ju tes fat lu wls. 
即 得 
u — us |a =< eem ws da. 


m Rus wht. ERGER A 
Ju ts |a = nf |e wx |a. 
ushe 


MERMERI: HEA e eu TENE TE h S A 
EZME. ATI b ae twkuqE S. Eny P ER OC. 

定理 14”( 收 伍 沂 定理 ) 如 上 朵 Si1c S,< vesce 是 包 合 在 
Hilbert HHS AO WHARE SEHEN, A U) S=. 


对 任意 we 昌 , GE AEI R. Y ES eS (N=1,9,-:). If 


lim las 一 zl 一 0. 
则 由 各 alerkin HETER E ua t Ae SE a NE A 
gp 

lim u us lja = 0. 


证 明 uer AAR. ue 五 .根据 定理 条 件 ,一定 企 在 序列 (ax i, 使 


iw — uia —>0 (N—co), 
` Aa REDT fEK(3 18) Mwa = ux EA 
ju — tex lja s u x ila — Ü (N — <o). 


E 述 收 敏 性 定理 表明 :只 器 有 限 维 了 空间 Ss 无 限 地 通 
(E) S=, 则 所 得 的 近似 解 按 能 量 模 收 敛 于 广义 解 , 且 
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三 正 


mi Sk 


(3.18) 式 还 去 有 对 解 的 误差 个 计 可 直接 转化 为 对 解 狼 进 近 虚 的 估 
it. 

Ritz 方 法 和 Galerkin 方 法 作为 求 变 分 问题 近似 解 的 方法 , G 
它 的 优点 ,也 存在 缺点 ,人 枫 如 .优点 有 : 

(1) 刘 宁 双 线 性 形式 万 (四 起 对 称 , 止 定 的 , IAR H Ritz- 
Galerkin AiE RERE HALAI A BOP PRA 仍 保 持 对 称 、 上 正业; 

D 对 日 然 由 界 条 件 , 如 第 二 .三 类 边 欠 条 件 . 不必 作为 变 分 问 
是 的 约束 进行 处 埋 . 这 样 可 以 避免 由 于 在 边界 条 件 中 解 的 法 问 微 
前 的 离散 化 所 党 米 的 困难 . 

但 是 , Ritz 一 Galerkin 方 法 亦 存 让 下列 扇 点 : 

(1) 对 于 第 一 类 边 析 问题 ,边界 条 忻 是 作为 变 分 问题 的 容许 
隘 数 类 所 应 满 是 的 约束 条 件 来 考虑 的 .这 样 对 于 有 有 限 维 半空 间 S。、 
的 构造 带 求 很 大 的 困难 , 办 为 除了 一 眶 规则 的 久 域 外 , S LE H B 
是 这 界 条 件 的 基 汝 数 常常 是 很 礁 兴 到 : 

(2) 系数 机 阵 4 : 般 不 是 稀 朴 的 (期 索 元 吉 较 少 ). 当 方程 组 
的 和 阶 数 较 疯 时 ,更 阵 元 索 的 形成 再 要 计算 大 县 的 积分 ,内 而 计算 
ir MITTE OLT E RHH AN. | 

tH k kh a 影响 了 这 两 个 方法 的 实用 价值 .本 世纪 60 和 全 
代 中 期 以 来 过 速 发 展 的 有 限 苞 方法 , BY EE Y 2k E M pa r u E 
路 ,克服 了 传统 的 Ritz- Galerkin N E hji E. 


3.3 有 限 元 方法 


有 限 元 疡 法 是 十 山 灾 分 法 (Ritz 一 Galerkin 方 法 } 上 与 分 片 多 
项 式 插 位 机 结合 的 产物 .中 于 选择 了 特殊 的 基 匡 数 , 使 它 能 适应 
- 般 的 区 域 .有 限 元 方法 基于 变 分 原理 . 父 具有 差分 方法 的 - 些 
竺 上 操 , 并 适合 于 较 复 人 森 的 区 域 和 大 小 不 网 的 网 格 . 正 足 由 于 这 些 
特 上 ,有 有 限 元 方法 有 着 广泛 的 应 用 ,已 成 为 当前 求 数 学 物理 方程 
定 艇 问题 数 们 和 解 的 一 个 重 变 方 法 . 
化 本 节 让 ,以 二 维 Poisson 广 程 第 一 边 值 问题 
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f —Au=f (x.yye (2, (3.21) 
l upo=0 (3.22) 
汶 例 ,阐述 及 有限 元 方法 求 相 应 变 分 问题 
[wv ]—(f.,uy=0, Y veti) (3.23) 
近似 解 的 主要 步 又 . 

一 ， 区 域 的 剖 分 

用 有 限 元 方法 解 二 维 问 题 , 比较 简单 而 且 应 用 较 普遍 的 是 将 
区 域 如 作 三 角形 剂 分 , 即 分 成 有 限 个 互相 不 重生 的 三 角形 光 崇 如 
图 2 一 5 所 示 . 宙 要 注意 的 是 不 能 把 - q C 8 E BJ i va Ba N 5 —-- 4" 
禁 邻 三节 形 的 迪 的 内 点 , 即 姐 图 2 一 6 的 前 分 是 不 允许 的 ,在 前 分 时 
尽 基 不 要 出 现 大 钝 角 二 角 撒 , 否则 将 会 影响 计算 的 精确 度 .在 预计 - 
O HRK HIP Su E d| PIB P, 可 在 沪 处 将 网 格 报 得 密 此 .这样 
的 训 分 此 凯 及 整个 区 域 直 至 边 持 ,， 当 边界 2 人为 曲线 时 . 以 折线 来 


< < $ 


F] 2-5 Ë 2-6 


上 上 述 前 分 后 的 每 一 个 三 角形 称 为 一 个 单元 , 所 有 单元 的 顶点 
称 为 区 点 .在 口内 部 的 节点 称 为 内 基点 , 在 边界 E02 上 的 节点 称 为 
边 蚂 区 点 .所 有 单元 的 全 体 记 为 @2, , 它 的 边界 E02; 是 一 条 寺 闭 折 
线 .单元 荷 有 一 条 边 洲 在 A862, 上, 称 它 为 边界 单元 

KERORA, 对 节点 和 单元 进行 编号 . 设 共有 NN, 个 单元 ， 
记 海 er (k—1,2, 0 N. AN TEA., ia P. ,其 坐标 为 
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FRJ HAA sq + kE SK M| F +, 


(ki y (i= 1,2, e Mo ETEen ， 
-AE a rite] jle] Hk e] iii i 


W. mE- Tio 88 iTA ¿ 
A EIE R Ea (2, EEJ Ag j ; 


LAA iel 即 旗 在 单 江 三 个 节点 而 


第 个 位 里 ， Gi = 
Z. 2R'EE SBT BEL ri 83 a? 
HITRE + 数 空 间 口 ; BER Y ua cUn 满足 : 
1° o fr, F ye Hola =0; 


2° FEA ass N.) L. D, Ny. y BJ — RE 
IÈ. 

FL i 1 Rh i Br BJ Pq 95 p, 2 oy H REER of AEU, AE: 4 
线性 空间 . 

我 们 先 讨论 局, 中 两 数 在 一 个 单元 x 上 的 表达 式 , 设 e 是 任意 - 
TRG, R H Eu DEAL ALAP: (x, ,yi ) .Pi (x; y; YAI 


P, (x, .y, EPA IK K u, (ay a (x; sy Pitu (x, yr h =. T 
Tm sake 3dphErlm iwa pg ur í = 88 A, 的 面积 可 表示 为 
1l x, y 
a=} lig y >0. (3.24) 
2 1 x, 3 
TE Ore LADER TER AA A re E, y 
u(x S z+ xH Xay. (3.25) 


由 方程 给 


xit žak + Rayi = u: o 
| mitu x Hay; =u, 
x + XX + xy, S Us 


TME- -确定 xi Za zs 得 
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1 
pA G t Tda u Ta ww), 


r sisi 
“= J (b, u, tb u +b, t)» : (3.26) 


1 
Z = A E ui Te u; +e, u). 


其 中 


Ur SX Yr C XI G SY CX Y. G, =X y; —X y. ; 
b, 5y; Sye b, Sy —y, , b, =y, —y; ; (3.27) 
e, =X, — X, , G = x —X,,0 =x, —X, . 
:是 ,得 到 在 单元 e 上 的 插值 商 数 
WX EN x Wu tN (x + Ni: (x yu (3.28) 
其 中 


N, (z3)= Ha: bi +e y). 
N Gy)= (a, +b +c y), (3.99) 


1 
Ne (xy) =a + b. x+, y). 


REN (xy), N, Gey) N, (x,y) H P ue L 1558813818 38 88k. A 
难 鉴证 


0, m. = š: 
Nl, y | (3.30) 
1, m=L 
(m, =i, j, k). 


EMTALA ENE E2 -8 所 示 , 称 为 起 质数 ， 

在 得 一 个 节点 PP 处 , 用 以 它 为 公共 顶点 的 单元 上 的 形 函 数 确 
定 一 个 高 度 为 1, 而 在 其 它 单 元 上 取 零 值 的 角 锥 小 数 ,.p;, (x,y) 
GEPREEK). 如 图 2 一 9 所 示 . 把 这 样 的 函数 取 为 函数 空间 局 , 
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Nrsy) Nalar) 


图 2-9 


AT sa. MA f8 8k" ELEQ LAR EERE E. E 
AFRUA ul o 一 0 的 情形 , REAA- AAT A LEH. 
的 “个 基 函 数 即 可 , 设 内 节点 总 数 为 N, WRA 

pi (a= 0. p: ER) G=1. 2 N). 
Horgen psk 38. 


U, = Sy = span pi o, Cu yio (8.31) 
Ey use S; ,有 
u=}, C: p: (XY) (x,y)e (2, , (3.32) 


其 中 c 是 zx 在 点 已 AEAT. Te 411882 8] S, J bk 


EADH .个 有 限 维 子 空间 . 
三 、 有 限 元 方程 的 形成 
在 建立 了 试探 函数 空间 Sv* 后 , 我 们 在 有 限 维 子 空间 S< 上 求 变 
分 问题 (3.23) 的 近似 解 iw, 使 得 


[Lu UN ] 一 (f. us )=0, Y UwESw, (3.33) 
上 疗 即 
[usa J={f p i=1,2, e N. (3.34) 
iE 
A= (lo -A Tirsa 
a {fm} 3.35 
e= [° J “(9 ， (8-35) 
则 ‘Cy Cf. pz). 


Aef. {3.36} 

上 上 式 称 为 有 限 示 志 各 ,人 们 通常 采用 力学 名 词 , 把 4 AREE 
FB NU o Bz. 

ERR HR EBREA 时 , 先 采 用 单元 分 析 , 即 在 等 e i SU 
e 上 算出 [os :入 ] IRRA O PAE m AEE. b Ae A AE 
ERFA MA gr 5 diil, 即将 每 个 单元 的 "贡献 RER, 得 到 在 
Q, EARE EEA. 

同样 地 , 先 在 每 个 单元 e 上 计算 出 (Ff, wi ), 得 到 
f BEO 上 合成 总 荷载 向 明了 . 

二 rK WME 这 样 得 到 的 和 矩 阵 妇 是 一 个 稀 醇 矩阵 , JE 
可 以 证 明 它 是 一 个 对 称 . 正 定 定 阵 ， 

四 ， 求 解 有 限 元 方程 

有 限 元 方程 (3.36) 是 一 个 代数 方程 组 , 具有 对 称 . 正定 的 系数 
SERRA . 解 出 erer,"… ,crv. 就 得 到 变 分 问题 (3.23) 的 近似 解 


ün =), e pi (x. y). (3.37) 
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i dene Catto Ca A Apu E A Pao Peete Puik A eE S 8. Py 
g (¿=1. 人 的 力学 意义 是 在 点 忆 处 的 位 移 . 
二 ”有 限 元 解 的 误差 舍 计 
设 u 是 微分 方程 边 信 问题 的 广义 解 ,ww 是 用 有 限 元 方法 得 到 
的 近 伺 解 ,Tig 是 解 w 的 分 片 多 项 式 插 值 ,表示 搬 值 算 子 ,ww Twe 
sx 根据 Ritz 一 Galerkin 方 法 的 解 z 的 投影 性 质 ( 汗 理 13) 的 结论 
(8.18). 有 


lu — tty lla =< e Teli e e 
lä 
Diu us, u us) DI u — M). (3.38) 
AE, EIE RRK E E F. ARERR atA hi RA i 
iF. M61568 u 25 iOa 2 a rqe [aj En. 
MN aus al 3 ku, EINE ERA Ea c 8 ay apk. 给 


hi Ani Lie EnA BE S BB rR is Hi — ET Z. 
考虑 一 维 情形 的 定 解 问题 
—u” +eu—=Hxr), 0<x<TI£, (3.39) 
| u (= P. (3.40) 
peL. D. e>0, PE EL HIH A. 
记 
HMO, N= {u(x)ueH'(0,0), Hu(0)=0;, (3.41) 
述 定 解 问题 相应 变 分 的 Galerkin 形 式 为 
D(u,u)= Fh Y vet. D (8.42) 
Mk z. R 
Dü,u)= [ (u!u'euuydx, (2.43) 
Füy= Pu(D + | fudx. (3.44) 


我 们 知 着 , Mf(x)eLs(0, 站 时 , A HHA — Aue O. n, 
BF(3.42yF8 v. 
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在 [ (Q. ] 巾 播 人 次 一 1 个 分 后 三 ) 4 itr, = 0, 
x. =l Ei 0,12: 分 成交 个 小 区 间 e = [ x, x, ]G=1,2,-: NE 


h=max |x; xm |. (3.45) 
Jajan 


ECO] PE NITAR RES YUvUwsSw 有 性 质 : 
1 ° v(mD=0; 
2° Jee = xor] G=1,.2,--, N) Lus y: tk pK Br; 
° ps(x)eC [ 0.1]. 
让 Tw 让 # 的 分 段 线性 插 伯 痛 数 , 即 在 e; = [ x, ,. xi. li 2, 
N) FIz 是 线性 因数 . 且 
Hautx: )= u(xi ) G=0.1,.2, -7 N). 
MA TucSs. E= u Hu. 由 于 Bx- )— B(x; )=0, Æe, 一 [和 和 
FiliRolle #4, 存在 x ;elx;.1, x )fEE' (x 1 一 0. 
因为 在 得 个 小 区 间 e: 上 Tw 是 线性 函数 ， i =o, P. -= 


du 于 是 
dx . 
| É ! (z) | =j. E" wad=|| u” (Dat 
<| T put AER] u aran 

其 中 7 

EARN =I f a” parf. (3.46) 
ik | 

(Ja 
同样 地 ,有 


| EO =|| E' (d| < N 1 Er0la 
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<el Ë (E'Ya<x|. 


故 
| Ex] w lul? dr<n luj? > 
从 而 
pa " © , -ds 2 , 
| ,de E dx=h | \ Te J% hilali, 
i ¿QE 2 _ 这 = Kua a Ly , 
| dx) YTR x \ dx! <#| e lq =) dx=h lul; zug 
于 是 , 按 能 量 模 , 有 
o _. dE v N 
lu — uia = E| =1| K 9] +e lax} 
<Mhiu|:.o. (3.47) 
其 中 本 是 GRAKI K EK 
HF 
Jee tey j u “lu Hz, He 
RIS 
|£ — Uy le =< Mhz]... hfa (8.48) 
AAK : u| > e, S fel H. LEN Haji 
' duy (duya 1: 
LPD -中 [i e eya + q ) Jas! . (3.495 
KIEO ORRIA 
|u—us |a < Mh| teia: (3.50) 


PIER G. ERO 50) XPA, 在 分 段 线 HRERS HE [的 
B Gu... EIERE PETI Aiu ERI- RA. 

对 下. 锥 : w p ER J 可 这 人 问题 和 应 的 Eiee, HA 
ERER RE AE e A É ME: 


‘du |u SMR telje (9.51) 


其 中 严 是 单 死 过 的 最 大 长 度 , 形 是 与 区 域 怠 的 形状 以 及 单元 的 最 大 
ARAE 而 与 无关 的 常数 . 
$4. 发 展 方程 的 变 分 方法 


对 依赖 时 间 变 芒 的 方程 , 如 抛物 型 , 双 曲 型 方程 等 , 我 们 统称 
民主 卉 .它们 的 定 解 问题 的 求解 ,也 可 愉 等 价 的 变 分 形式 ( 骑 形 
了 式 } 出 发 ,然后 利用 半 嵩 散 比 的 近似 方法 将 它 化 为 常 微 分 方程 组 求 
解 ,以 甩 进 一 步 全 离散 化 转化 为 代数 方程 组 求解 
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首先 兽 虚 二 维 抛物 型 方程 的 定 解 问题 : 


CU Au+ fy. (x ye (2. (4.1) 
s ul. e= 0, (4.23 
l ul = ut (x, y) , (4.3) 


EPKEN =R: e[ 0. TJ. 
上 述 定 解 问题 的 能 形式 为 : 寻求 以 zy 由 使 对 任 一 满足 零 边 值 
FITER RoG ye E T ARAR: 
a 
fart @)+(Vu,Va)= (f. ph (4.4) 
{ets ephea = (u°, p). (4.5) 
请 注意 : 出 二 我 们 不 准备 引信 抽 象 岳 数 空 间 , AE E 
的 篇 性 就 不 加 以 刻画 了. 
对 二 艳遇 卉 方程 的 定 解 癌 题 : 


Traut fey (eQ, (4.6) 
t|; o= (J. (4.7) 
Hh = u (x.y). (A.8) 
CU g . 

L (xy). (4.9) 
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尼 的 变 分 形式 为 : 寻求 u(x,s ,站 使 对 于 "YY glx,y)=BUQ) 满 是 下 述 交 
R: 


í T d eu, pt (Vu. Vo) =F. o. (4.10) 
< (t o)l- = (u, o), (4.11) 
L pe p (4.12) 


用 变 分 方法 对 发 展 方 程 的 离散 化 可 以 分 两 个 步骤 进行 : 首先 
保持 里 向 变节 上 的 连续 性 , 按 变 分 形式 对 空间 变量 进行 离散 化 , 这 
碎 之 为 六 离 莽 化 ; 然后 再 进一步 对 时 杀 变 量 1 按 差分 撒 式 离散 化 ， 
这 称 之 为 爹 启 散 化 . 

Fm ezga- tea kikin) uk. 
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一 、Galerkin 方 法 
EHD PAR -AE RE f: 8] S. 
S.=8paniQg(x.y). p.(x.y), U Pr (X,Y) (4.13) 
其 HA ip: Thar ta orie NTRETLX. 月 满 Æi E EF o, [in = ( 
G 一 1.2, . N) BJ ito R. ge S. rh REA JER (A.4). (4.5) EREA 
FELNO 


un (x Ya t; (p: y) (4.14) 


代 和 (4.4), (4.5 月 取 p 一 0G 二 1,2,…, AN). 于 是 得 


y D. to, (xa) (x, + OVE: (zy), Vo; E) 
ean (x,y). (4.15) 
Y u, (Op (ep EEEO (co (4.16) 


G=1.2. =, N). 


-Iols 


: (omre lpo Øx) Voro (Vo Vos) 
(Pr PO (Pa px) (Vos, Voy (Vos, Vos) 


u (Ë) Gp) (5 91 
| J , ro-( ga) | (92 J ， 
us (Ü Fps) (u pn) 


(4.17) 
AX EM YB HAR A EE E K PRA kE RE. F AS (4.15). (4.16) 可 简 
记 为 
9 =F. (4.18) 
(l) I dé 
M z(0)= =5, (4.19) 


这 是 一 和 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 . 
同样 地 , 对 变 分 形式 (4.10) 一 {4.1 引 我 们 也 可 将 其 化 为 求解 下 
二 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 


du _ 
(m) M qÉ +K u=, (4.20) 
Mun, (4.21) 
Mu'u, (4.22) 


Hopi SMK uF w HE ARAL 而 


(29 
| (i ,py J f (4.23) 
(upe) 


XI PRIRA A EAMA A A jH Fourier A kak f 
{UES4.3). 
二 、 有 限 元 方法 
在 Galerkin 解 法 中 , ERRA PRE TE AS h A BR R 
ETIKI. Bl 
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Sy SESpan{ pn Qo wje 
其 中 pi ps，… ,pw 为 有 限 元 基 尚 数 ,这 个 解法 称 为 有 限 元 方法 . 
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现在 对 常 微分 方程 组 初 值 问 题 (] MUDA Fourier ARA. 
首先 考虑 问题 ( 1 TA 程 问 题 


| M-n +K DS, (4.24) 
M (0) = x°. (4.25) 
求 变量 分 离 的 非 零 角 
uD = TO ó , (4.26) 
Hh Â = (ån pn e dn "是 常数 向 量 .代入 (4.24), 得 
MT'(0 6 +K TO =0, 
政 写 成 
TD 
FD) — M ó=-—kK å. (4.27) 
由 于 上 式 右 端 与 {无关 , 因 此 ro. — (3838) T E: H (4.27, 8 
(K — jM) ó =0. (4.28) 


Zh A 3E2F 88 6 ,必须 
det K — AM |= 0. 

ANTE Ahate ias ia m=, s NER A EE fE. 

引 理 3 特征 信 交 是 (4 28) 的 所 有 特征 信 均 大 于 零 , 即 
¿, >00=1,2,..…, N). 是 对 于 不 同 的 特征 值 * 所 对 应 的 特征 站 E 
f< bk (QO EIMI EZ. H 

MES.. Â; =O ¿ #¿i. (4.29) 

H FAAM 均 为 对 称 . TEESE IE, 由 (4.28) 容 易 挫 得 所 有 特征 
Iz, 20, 证 细 推导 从 上 略 . 

如 果 同 一 特征 值 i 对 应 右 两 个 特征 霹 晤 61 和 55;, 才 么 
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c ĝi Te, ĝi hy ARRE BE 其 中 cc 为 任意 常数 .因此 我 
有 可 以 应 用 正 弯 化 技 芋 ,因此 无 妨 假 设 , 如 果 同 “特征 个 对 应 有 现 个 
以 - 上 线性 无 关 特 年 何 锅 时 ,我 们 可 以 试 为 它 拉 币 些 问 是 三光 正 交 的 . 

BH Âi 6... Ó vbb EAEN 28 08 U ERRE E| EL Z. 
o. T'A _ 
相应 | 一 六 .出 一 一 一 TO 
TAD +, T, @)=0. 


日 


= 
I 


To, eTA, 
于 是 得 到 NN 个 特 解 
m (= T. (D ó, Seget n’ nA=1,2,.",N. 
利用 二 加 原 旦 ,得 
ul) = Y u (= Ye eë, (4.30) 
其 中 常数 c, 可 由 初始 条 件 (4.35), 印 
M (0)=M Yc ó, = 
定 出 为 
En = ku", Ó " y Ó. + Ó nje 
ALE. ESOS RRA 
m= Y- Qs A 3 y ° “ó, (4.31) 
Bü I| Bñ [ Yay aF 21 ga 


prat +K OSF (D. (4.18) 
M u0) = u°. (4.19) 
Du) == (t) uc (0), Ho|' E B £ K Jr 8 AF258048 f] 
Ei (4.24). (4.25) BS. (y 3 JE 28k PEE OHARA RI Wk, HE 98 


L 
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ae +K ual D =F Ò. (4.32) 
M u0) = 0. (4.33) 


wal) = TD.. (4.34) 
EASD 4 Ty 的 应 满足 的 关系 式 
` | N _ 
bay OM ó, +> TOK ó. =F (b. 
出 (4.28) 知 ,下 5, 二 入 用 6,: 因 此 有 
N d " , | 
y [T+ ¿Ta |M 6. =F0(D. 
PER ð.. HAM SL °: NMR LEXE 14 
a ` — (F. ó n 
十 加 THO= MB 5) 


z AEREE.) 得 


wni i ¿. 这 Ó.) 
7 一 | l T Mö., ar 


RAGA TER 


Hald > | et lt s asar Ô.. (4.35) 


C nB Ea: š 是 标准 正 交 系 ， 好 


1. Mn=k; 
Mö. = 和 342 > R. 


着 问题 ( [的 非 章 次 闻 题 (4.18).(4.19) 的 解 可 表示 为 
xD 一 > 6.)e ó, + espe. ó. da ó ,. (4.36) 


其 次 .号 虑 问题 CI(4.20) —(4.22) N9 pr. Pt 文 时 对 应 二 
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TO TD _ 


一 的) 这 由 这 样 ,问题 (六 程 非 堆 
TO 的 应 是 TD 一 一 这 样 ,问题 (JI) 的 齐 次 方程 省 
PATERA REAN 

nd = (z, sin 2 +B, cos VARE: (A.37) 
HOL 

z, =e. Ó.) P. =G. Ó.) (4.38) 


而 问题 5H )J PAUH ENIA BA 
ma (t= | E) ô. )sin fi tnd (4.39) 


市 (4.37) 和 (39), 我 们 就 得 问题 (1)((4.20) 一 (4.22)) 的 解 
akt) = ult) +g. (D. 


4.4 有 限 元 解 (Galerkin 解 ) 的 误差 估计 


引 理 4 (use RT 义 解 在 有 限 维 空间 Sw 上 控 
HADAR AIRI tzi. I 


(V(u— a o. VeSy. (4.40) 
Teitu 938 pa R. W| 6 
|V(a ol < chhu'le (4.41) 


E Htet jh OS ESE. h A: RaT A ERGI RARR IE. 
证 阴 ”由 Ritz 投 影 f DEX. #1 
IV(u—u sM S Vu DY ,. (4.42) 
PHH 53093. . A 


Viuho =chlu"e. (4.45) 
[(4.42y. (4.43) (4.4 15. 
J YS TE ra -u a A Pr Ma. JETS A Nitschejy y, 
定理 15 (L Bsd i|)ëe OQ h iZ ffi H. VU] 
Puste von eh;. _{4.44) 


` IDD 


证 明 ”考虑 定 解 问题 
AWSE, 
| wan=0, 
Ruhe=u—u siw i IRM AS 5 e. FL 
(Vw V= iew) Yve Q). 
IH pOL ERIR. 利 月 广 文 解 的 可 微 性 ( 见 82 ,2.5 知 ， 冯 
eELs CD , we DAEL H 
la Eeeh, . (4.45) 
从 而 
[eli=(ee) (Vi Ve) 
={(V (w — Mw) Votive, Ve) 
<ehliwil: Vell. 


< chlolz jaie (IH(4.41)) 
geh jel tel (H04.455 
HLA 
lel Sch ulle. (4.44) 
HEELAL {14.44) 可 得 
hi Viu us| wun Seh | u |e- (4.45) 


定理 16 ia WAE TI R A BREIE u vi) X LTE Sy 
上 的 Ritz 投 有 影 ; 则 


fus u sin ECA C max Yulst! lulldt l. (4.46) 


证 阴 U uus = (u Uy) (us Hs): 
lu — ux l ERs d ls s|, 
CR 十 Ha UN 上 加 
ih Ssu ua di Pead PIEN ERINE: 


Liu ADH us. VWA (f). Yess: 
【 
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L us iy) yt V usis) VU) 


d | ， d 一 一 
= (Hs. N in = yo V 
q: (us. p) L (Vux, Vu) q: (u...) Vun Vu) 


=(f. (Ce) p Vu vy) 
=(u, 4AE) N) 
= (e, u). 
取 W 一 内 ,于 是 由 上 趟 排 得 
LE anpi 0 8 S te olsa, 


出 此 得 
d . 
ql | , < ie, l|. p? 


因此 
18r, < 180,4 | Je, Ja drt. 


i 


(4.47) 


H e, — u 一 (ee =u. — {i jo BIEK} JE 住 Sy 上 的 Ritz 投 影 . 


(4.48) 


根据 定理 15 知 
le Sch [u ||. 
由 于 
#0)= wnt0) — (0) 
=us(0)— u (x y) t uy 0) t (0). 
所 以 


LOO. < lus(0) — w(x pst duela y D) 一 二 (Di 


Seh (et |ë). 
综合 (4.471.(4.48).(4.49) 即 得 (4.46》 


45 全 离散 化 方法 


(4.49) 


规 在 我 们 对 时 间 变 旺 z 辽 差分 形式 进行 离散 , BEpTTB0 2 


INS 


DILE e HALL = At. 在 t sisi. |. tu, (下 线性 插值 , HI 


Ao 


aÈ 


OS (L Hkt: ht). 0=0=1, 
ELA 28 I 


1 三 一 
AL (¿-.) t] 


近似 微 ii Tuei pt (t). ES a(t) 2J2F EA IF] z t) B 
1 一 点 商会 式 


Oati; DHOM it = ) aft; )}, (4.50) 


postai Hos 0E mtik 340==1HJm) E Ea A P yE; o= 


, 得 到 的 称 为 Crank 一 Nieholson 格 式 . 
同样 地 ,我 们 也 对 辐 量 五 (全 进行 线性 插值 : 
Fipa E + F (La), (4.51) 
这 样 ,问题 (]) 中 的 方程 好 .18 可 化 为 
(M +K 0ADutt -LM ~ FR(-— DA ) 
HAH GF (o Ha AE) |. (4.52) 


i : 
M =M +0AK. MM:—M— NAIR, 
F =A(FG0G 040 —0F08)3. (4.53) 
则 (4.52) 式 可 写成 
M uito) =M *ult HË, (4.54) 


REEMA. ul uw ER B a (t tii 
4.6 稳定 性 分 析 


TERR REIREI I EHT, JENTI tk E EE S E 
FTR (GX L TA AE AE Se FERS RC EE IU TT r= EAD 以 及 在 
' 409 


计算 时 的 低估 涝 莽 必 然 低 影响 到 后 一 层 的 解 的 值 .因此 , 就 有 必 监 
分 析 这 种 误差 传播 的 情况 ,希望 误差 的 影响 不 至 十 越 来 越 大 ,而 使 
解 的 页 二 全 非 ,这 便 是 所 谓 的 稳定 性 分 析 . 

为 分 析 方 便 起 见 , 不 考虑 在 计算 过 程 中 存在 的 分 入 误差 .假定 
初代 有 误差 Eo 我 们 要 人 研 究 它 的 发 展 . 

令 x 估 ) 为 精确 解 , (t Sult )+ 8, 为 误差 影响 解 .于 是 , 由 
(4.54) HE1 


M Em —M* E. (4.55) 
EAEE T TE 25 n] i € , u R E l [u] E ó , ITE 
合 , 因此 我 们 无 妨 令 
ESE Xin. Ei S Âu. (A.56) 
HAI MEEK — i M) ó, =0, aig 
到 人 上 84 Jx 6, =M 1—0( DA. Jz ðn. 
由 此 导出 


(HOA Jar =T1— (1— HDA, a. 


于 是 
1—01— A 
Xa O LPGA, 


1—(1—bAtg.. 1itl " 
=| ( JAk] o= ë yo. (4.57) 


1H OAA. 
显然 , 当 |¿1 亏 1 时 格式 是 稳定 的 ; 当 1E| >u E pE. 
当 6 二 0, 即 显 式 格式 的 情形 ,为 了 使 | 引 < 1, 即 为 保证 初始 误差 


了 哺 着 时 间 的 推移 不 断 误 减 ,就 上 要求 有 
1 一 At >], 


BIER 


2 
Af< (R= 1,2,.… NI 


了 


RTOS a E ER 


arc. (4.58) 


EN 


可 见 , 为 了 这 使 显 式 格式 稳定 , WA EAE 1. RER L S R 


Jx, 


再 看 < <s1 的 情形 ,这 付 


a IU OA At 
` 1+0At2, IHA, ` 
A AEOS Age, 1 ME 
jostu geej Ah 
1+ Ath, 1+ A 
巾 此 ,得 
—1<¿<1. (4.59) 


即 对 于 任意 At0, 总 有 |E] <1. B, 隐 式 格式 和 Crank 一 
Nicholson tE nA pHa AI. 


"HI: 


第 三 章 分离 变 量 法 


分 离 训 量 法 是 求解 贪 微 分 方程 定 解 问题 的 一 个 重要 方法 , 它 
的 志 质 特征 是 把 偏 微分 方程 的 定 解 问题 通过 变量 分 离 转 化 为 一 个 
特征 值 问题 , 并 把 它 的 解 表 示 成 按 特 征 函 数 展 开 的 角 怕 形 式 . 

分 离 变 量 法 又 称 Fourier 方 法 .本 章 中 我 们 就 分 离 变 量 法 的 理 
论 基 础 : 常 微分 方程 特征 值 问 题 { 也 , 称 3turm 一 Liouville 问 题 ) 的 
理论 作 一 些 讨论 ,并 列举 应 用 这 些 理论 的 几 个 实例 . 


$1 方法 概述 
在 第 二 章 $4 中 ,我 们 已 经 asia asa 18 


Mu K, =F. 
(l) | dt (1.1) 
Ma(O)=# 
和 
da =F, 
dt 
(H) p . (1.2) 


Mu (0) =u. 
H Pej FO u". u BENE E. M EK A: NET % # SC RE 
PF de Fourier ARIF Y EATA EER N, r 


u= e,i ,Ye DFS +y | es "CFG, 8, jar|5， 03 


“(=Y ó sin a t (o, ,cos Si jð. 


+5 —1 5 | EO. Sasin fh Gdr. 0.) 


"n=1 # n vü 
HPA ó. (n= 1.2, NYSE Ek ERE R rh AI AEE hua gi 
(K—¿M)ó=0 f (1.5) 
BIFE IEE AHE SPE OI Pr. 
HERMETE E A Re AN Gre if B] Aa ay y E Bg e B gi. 以 
一 维 热 传导 方程 小 合 问题 为 例 : 


Cu 


— Z Au=0. (x ye (Q). >00, (1.6) 
| u(x,y,)== 0. (yel N, t 0, (1.7) 
uy )= (xy) EPEN. (1.8) 
今 

mixy, t= TIE) W(x,y). (1.9 

代 人 方程 全.6) 利 边民 条 件 (1.7, TSAR ARUGA ik p y Rs: 
T+ T(=09 (1.10) 

和 和 边 值 问题 

六 Wix yot À W(x.y)= 0, (x yje R. (1.11) 
Wex,y)=0, ix Veo, (1.12) 


RITER Ph G Fr aE B BOAI by ar y E a (MTB E tla E A Ep E fir 
问题 , EFIE E BEA AE E 8409 ¿88 Pau pha J, 特征 值 所 对 还 
HIE EHEER AREE A i. 
FLEE (1.11).(1.12y FRATAN Trip ul g r A A 
PLWS S (B b 9 ETE (1.5) 0938 REET: 5 Re 
WONU ER A PLAS R ETC ER. HFI R ARR Br 12 
Mi m 653 4 Kit RRE ELL 1.12 2 iF 
2. n51. 2, J& ARS E fE e Sr W. (yos 1,2. RAR ABE 
TPS 2, A FRO. 101g 
T SA t. (1.13) 


. 1123: 


从 而 得 到 适合 方程 (1,6) 和 边界 笨 件 (1.D 的 变量 分 离 形 式 的 特 解 
us ly DS Are "w W (ey). 


uav d= È Ae Tin W, (xy), 0.145 


hh IEP A, W EREA ra E BS S Pru (x y D EREU Ha 
TEAS) 即 些 求 


u(x,y,0)=3. A, W. (co 一 (co (1.15) 


要 指出 的 是 : 由 .14) 式 给 出 的 解 的 赤 达 式 , 它 仅 是 原 定 解 
MO. oa. 8) K. 因为 要 验证 它 确 是 原 定 解 问题 的 解 , 就 
需要 表达 式 中 的 无 穷 级 数 是 -化 收 化 的 , 并 对 空间 变节 和 侍 间 安 
量 有 相应 的 光 清 性 . 

人 子 可 以 看 出 ,分 离 变 量 落 的 理论 基 帆 在 汪 : 

”有 关 特 往 亿 问题 Q.11)、(1.12) 罗 全 部 特征 值 和 相应 的 竺 
Lag W. (x.y)BSJE Y; 
2° HODGIESSPR EK (x yy BE tr BR ER R £ W, (xyy(n=1,2,----) 
HEA. 

对 PEE E E AS S E A a A E A RE (H e, 其 
特征 值班 不 起 一 日 了 然 的 .而 且 ERR, EAS RI RER 
具体 表达 式 .因此 ,从 理论 上 研究 特征 值 问题 的 有 关 性 质 就 电 得 极 
为 重要 . ak h L. pt. 就 是 要 把 由 然 性 代数 给 出 的 有 限 维 岂 最 空间 
R 于 的 实 对 称 祝 阵 的 特征 值 建 论据 广 到 光 限 维 空 间 , Të J os F 
Hilbert A A PRIA E PA IARE. 


$82, Sturm- Liouville [8] ËJ 


头 简 单 起 所, 我们 养 重 讨论 党 微分 方程 前 特 证 人 问题 (也 称 
Sturm Liourille 问 题 ), 类 似 的 结论 对 才 伍 微分 方程 的 特征 侦 问 
题 也 将 是 适用 的 
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21 Sturm 一 Liouville 边 值 问题 


TE tAr A Fe 


d d 
-Hr 4y. 2n 
者 定义 线 生 微分 算 千 
dl d 
L=- lea (2.2) 
则 方程 2. 了 D) 呈 写成 简略 形式 
Ly— As(x)y = 0. (2.3) 


KTR REYPA EON ORE KRR, HW nt át EF 
Do pre TO s(xyeCl 0, 11; 
iDo 在 [00 kop, >0.s(x)2>0. 
FEDH RA 
a,y(0) — ay ' (0)= 0, (2.4) 
bidt by (D = 0, (2.5) 
Echea; 20.5, P20 G=1,2), Hai +aš= 0,bi + b: 0. 
H. 1 (2.4). CDR A Sturm 一 ]iouville 边 但 问题 . 
o- EP E- y Een ue Er [Ul gi 


a n2 
T t, 0<x<i, t>0; 
t ` x 

{oo i>0; ` 
u(x,0)= pix). Qara] 


TAHAE Br ik Ja E EDR EA [n] gt 
X'(x)+¿X(x)=0, <ra, 
qasaq, 
就 是 3turm Liouville AR (9.1). (2.4). (2.5) p) =s(x)= KR. 
HBa,= b, = 0FFB3J 89 f], 
当 p(O 一 ps(O) 一 sD 时 ,允许 给 定向 期 边界 条 件 


X0)=y(D. y Sy D. (2.6) 
22 Sturm-Liouville 问 题 的 几 个 重要 性 质 
在 这 论 Sturm 一 Liouville 边 值 问 题 的 -一些 性 质 之 前 , 我 们 先 
针 册 一 个 恒等式 , 它 是 研究 线性 击 值 问题 的 基础 ， 
HRU). voos C L0. WA F(2.2) Ku ARET 
L. AHF 


| pu-apaoaz= -polu avue] (29 
成 立 . 式 (2.7) 也 称 为 Green 公式 ， 
若 函 数 z .5 者 满足 边界 条 件 (2.4).(2.5), HR Ea,2 03T0b.> 0, 
如 (2.) 式 右 端 成 为 
— px) u '(x)u(z)—u(x)u!'(a)] ñ | 


= -pO -Lu Dud + uD] 


+pO)| Z u00) u00] 


=0. 
如 果 @ kb, AE, 以 及 5 和 pb 满足 周期 边界 条 件 (2.6}, 容易 证 明 也 有 
回 伴 的 结论 -此 时 Green 公式 成 为 


x 了 
| viau—uLvdx=0. ' (2.8) 
[L] 


定理 1 Sturm 一 Liouville 问 题 (2.1). (2.4). (2.65 BJ Br 38 4E 
证 明 用 反 证 法 .假设 存在 一 个 复数 特征 仁 , i i= x-+iB, 
其 中 z. 上 8B 为 实数 ,日 B 关 0. 其 相应 的 特征 耳 数 为 (x) 一 w(x) 十 

lu(xz), | é (x)| 关 0. 则 上 (满足 微分 方程 
L$ -— is =0. (2.9) 


"~ JI6. 


出 主 方程 人 2.1) 和 过 性 条 件 (2.40.02.5) 者 是 实 系数 的 . AEA y Hye 
复数 外 必 为 特征 值 ,相应 的 特征 函数 是 由 人 x), 盈 有 

L$ —¿ s =0. (8.10) 
G ERROREA I. Z y 4521] 


| (# L$- $ L$ ydx—0. 


`x 


出 式 克 .97 和 {2.10); EEA 
(一 中 S(O (x) $ (x)dx== 0, (2.11) 

由 可 -| 中 (G01 关上 ,让 上 上 式 当 是 公 当 2 二 时 成 立 . 这 与 假设 予 厦 ,所 
以 Sturm 一 Liouville 癌 题 所 有 的 特征 值 都 是 实效 . 

定理 2 Sturm 一 Diouville 门 题名 .1), (2.4). (2.5) B P 44 FF ñF 
TEER AF nu. 

HE8 iyoo T REETIS E AIRE PS 2, Wi 

— (py')' = sy. 

AyD WE LRA TESEO] RERA IG 


;Í | sy'dx= | T- ypy’) dx 


= {l 


=- ypy” | ' +f py dx (2.12) 
中 边界 条 件 (3.4),{2.5) 可 得 
1 . 2 
y(0)y' (0)= + [ay (O)+ ay" (0)1, 
a: ta 
tiD 1 z r? 
viy D= a [ba (D+ bay" (D, 
à z0 
— ypy" | = -Lb (D+ bay" “D1 


7 - 


pU) 
mtae 


Ih FEO] L p(x)>0. E 


+ [m y2(0) + a,y! (0) J. (2.13) 


¿|  aytdx2>0. 
W 


EAE! 0.2J Esco >00, MTAA 20. 
M #a +b >0, MA>. 
证 明 由 人 (21312.13) 式 可 知 , 4 HA y a= 043 


G1 a bi M — 
aerO O p POr OD (2.14) 


时 才 有 2==0. W UEify(x) =c EYO. a tb 0, Ban b, PENA 
ARAE, 出 式 (2.14) 应 有 c 一 0, 即 y(x)=0. 故 1==0 不 是 特征 值 ， 
PRM >O. 

定理 3 Sturm- Liouville] BB (2.1). (2.4).(2.5) 不 同 的 特征 
{EF X| py AAEE Pa ACE CO] ERGO HANERE 2, = 2, 
hf. RAEE Sky; My OARRA 


Í op a (a)dx— 0 GZ. (2.15) 


证 明 ” 设 随 数 y (x) 和 和 Yi (z) l| EA T EA Hü (Z h) 
的 特征 函数 , 则 它们 分 别 满 足 方程 
Ly, (x)— s(x}y; (x)=0 
和 
Ly, (x) — A: 8(x)y, (x)= 0. 
利用 Green 公 式 (2.8) ,并 有 缀 x 一 y; (ayfllu= y, (x), $ 


Gi — i) f s(x)y; (x)y, G)dx=0. 
EPA 天 从 Hf. 必 有 


了 


| f s(xyy; (x)y; Godr =0Ü GÆR) 


28 Sturm 一 Liouvwille 问 题 的 变 分 形式 


Sturm - Liouvijle 问 题 除了 前 面前 述 的 几 个 重要 性 质 外 , 23 
外 偿 有 几 个 重要 的 性 质 , 但 证 加 较为 繁复 ,为 广 扳 述 和 斌 晶 能 简洁 


- 些 ,本 节 的 i 计 论 红 限 于 特定 边 四 条 件 , 芭 考 虚 下 述 特征 值 问题 : 
—[p(x)y'(x)]' saya = Q< x<1, (9.1) 
| yo- (2.16) 
y'(D+ay(D=0, (2.17) 


Epro FTR R IHH EE - 28 U L 35 t 
y(0)=y(D=0, 
以 及 第 二 类 边界 条 件 
y'(0)=y"(D=0 
HIH. | l E EE ah jË A BJ PE Y. 
和 在 证 明 的 过 程 中 , Ri HERE ES Ke t A EARR 
fu NOI K iZ 09 JW Fl 88. 为 此 还 将 引进 - 些 必 皮 的 概 
—. Rayleigh 商 
设 yYx)} 去 0 是 特征 们 问题 (2.1)、 (62.16).(2.17) 的 解 , 在 方程 (2.1) 
两 边 习 y(x) ,并 在 区 间 [0, 站 上 积 分 ,利用 分 部 积分 ,得 


| py dr- play’ ayia) | l -af s(x)dr =0. 


恨 据 边民 条 件 (2.16)、{2.17), 得 
| ‘py Cdr + apy) =f s(x dx, 
BA 
-719- 


| py” Hodr + aply D 


¿= = . (2.18) 
| s(x dx 


EX1 . H(y)= 


| six Coda. MERJE A 
a i) 


DG) 


JL y= 
Ly: Ho) 


(2.19) 


KRayleighjii. 
HAT (2.18) Æ HE: tj PRIEL PAR RRE A 


3 的 Rayleigh 商 的 什 . 设 六 十 特 征 倘 门 题 他 .1 (2.16). (2.17) ÉE 
小 特 社 性， E a 它 相 应 的 特 往 蚂 数 yi(x) 使 得 Rayleigh 商 


J[y Mu ik. 2 T Hü DERE LS DK OAYTZ P B s 8 [Bi E X 8 28 
集合 

M= {yx) | y(xyeC![0,11, By(0y=01, (2.20) 
六 记 


COIS (y) | yeCT0 ,supp uc 0,D}, (2.21) 
其 中 supp ui Kituo) hia. 即 指 在 [0, 习 内 使 w(x) 关 0 的 点 集 的 
B. | 

定理 4 设 y(xjsC2[0, 站 是 空 分 问题 


JLy]=infJ[zi (2.22) 
saa 


的 解 , H JL y]=d, Ma Æ tE ETE.. (2.16). (217A 
JE yO AOT RIFF ME Pd PX. 

WEB Ryo EEE 2D y(x)=0, 则 对 任意 给 定 
Hne M 12 TF FL eeR, 


' 120 ' 


F Ak GA mda Fm sa "IL ` 


JLy(a) sn(x)]=)(8) 
Tk ste k PT H ISR HI, 当 * 一 0 上 这 个 泛 申 最 到 极 利 , 即 
J(0)=minj(8). 
HW Win pay p RAE IB Bg a g S: e B OS Ph P ft 
H(y)DG n) — D(y)H(y.n)= 0, (2.23) 
其 1 | [ | 
Dyn) 5| puy N dx +ap(Dy(Dnm(D. 
i (2.24) 
HGMD=| s()y(e)n@)dx. 
IH TyGyP 2 2Ffa] Dh, H JL y ]= d. Eli 
DOS d: HY), 
琶 和 出 式 (2.23)of 推 得 
D(y,n) — d: H(y,n)=: 0. w n(x)= MI, (2.25) 
E 
f poy "œ (xdr d | s(t)dx + ap(Dy(Dn(D=0. 
利用 分 部 积分 ,并 考虑 到 jt0) 一 0, 得 


| [ — (py)! — d'sy1ndx+p(Dn(DLy' (D+ ay(D)=0. (2.26) 


IH-CI[0.JE MI T E, E 


[ L- (py ~ d-sy)ndx=0, y Are L 0,11. 
根据 安 分 法 基本 引 理 (内 第 一 章 2.312881), 好 得 
一 pyy 一 dsy= 0. 
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将 亡 代 入 (2.26) 式 ,得 
p(DÇn(D[ y' (D+ ay(D]=0, V ne M. 


rT p(Dz0K90D 68941 88 FE, pV t 


y'(D-+ay(D=0. 


Z LATHE. yO EE dE TEB (2 .1).0(2.16y. (2.17) 2. Bid dt FI 
值 . miyi EFA PE K S. h Taie AJ e] ARE idi 
Ah apita u, yeo F a EE A E a R. 

附注 T2 Fe B] d BU 2 # E r E (2.22) |: ,边界 条 
件 人 2.16) 和 人 (2.17) 的 处 理 方 法 是 不 同 的 .在 x* 一 0 处 给 的 是 第 一 类 边 
欠条 件 , 它 在 本 分 问题 名 282) 中 是 作为 约 下 条 件 蝇 制 加 在 本 数 集合 
MIDEA. 而 在 x* 一 引 给 的 基 第 二 类 边界 芭 件 ,并 不 请 要 加 在 
函数 集合 闻 的 定义 中 , EEEa hæt ANGARA EIE , H 
¿z PR Jy JE 2 Er i eR #% Bir hi Ez A 28388 2. It. 

为 了 求 第 二 个 特征 值 2; RISE EE E A ooo. 我 们 首先 要 
HE: gz H: 

1° AERA EASES he R E EL; 

2° y,(xz) jy (a bA S EE is E) A. R 
RRE ATEH 

M =y) | yeM, HHGO,Y)=—0}, (2.27) 

EM LERI Jy] Ai ME. h F E c HEBR r AiE A Rya 
HGS BJ BË , k z ATI 


J| y; I=inf dLy] = z. (2.28) 

- 般 说 米 , = E TT P, ze Ik yK h T Rek 8 jan (2.1). 
(2.16). (2.17) Bn AREL =<, <: < ¿, ;以太 相应 的 特征 函数 
MEYA Yr (x), 那么 为 了 求 第 nn 十 1 个 特征 值 44o, 以 及 相应 
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< 
Th ip EIE hk th re -et 


的 特征 žy, = (x) , 有 | 下 定理 : 
定理 5 iy (x) 是 变 分 问题 


JLyl=infJLzJ. (2.29) 


的 解 ， [dy = d... , Kuih a Sy E M. 为 : 


M, =y) | y(z)yeMM, BH(yy, )=0, ¿=1,2,- nl, (2.30) 


Wd, APEE Bl (2.1). (2.16). (2.17 BJ n 1-1 T 3 Ar (A... (Ë! 
ye COFA AI EF hF Bs Si. | 

IERA ey. . Cx)eAf. ys0 是 变 分 所 题 (2.29) 的 解 .与 定 埋 
4 的 证 明和 相仿 ,可 得 到 


D(y,. st — d, H(y,. 0) 0, V p(x)e Mr, (2.31) 


f ER da , B TEE. 而 y611(x) 起 相应 的 特征 函数 , pa E 
证 明 等 式 (2.31 对 任意 的 Eee 成 立 . 即 要 证 明 


Dhyn — d, BO O =0.Vt(z)eM (2.32) 
MU J MERHER ER oe METT EBE 
EOS 7, O H (a), 


Hipi (eS, 一 spanfyuys Ya t BMS. ZË h ft n FE 8 98 
yitx),ya(x), 2, ya (x) ATER Ante E [B]. Tin, Ge)e M. . 则 5 Goo u = 
Jš h: 
Én wF Ci y: - 
LABAR Usoy (xy, 并 本 1 站 上 税 分 ,注意 到 (G= 1,2 
nR EH T Pes(x)iE 2, o WE+5 
e: H(y: yi SHE, yi ) 站 一 1 全 n), 


23， 


X [Na (xe M, AHG y, = HG, Tm yy )= HC, ,Yi ,A 


E QSF HGy: W: . 


h. OSW Hy Wi. 
IHJ O Kt02.31X5 Er 8 JJ a(x)e M, 者 成立 , 故 亦 有 
Dy. C S ) dn H Onni — S, )=0 


AYAR: I 

Dü, O d, Hü, +R, =0, (2.33) 
其 中 

Ra = — Derka + dr Hneta) (2.34) 


与 式 G2.39) 机 比较 ,我 们 需要 证 明 用. 一 0 
事实 上 , 利用 与 表达 式 (2.25) 类 似 的 结论 
DOnt: -A HO )=0, Yy: sad 
` (G= n), 
Ma -_ 
以 政 
Hlysiwy: )=0 (=1,2,…, n), 
可 推 得 


R=- 2. CDOs HOEY )— ot Hy vy ) He,y, )] 


= -Yi =d Hy HEY) 


=0, 
AECID. 
重复 与 定理 4 相仿 的 推导 , ETOT A ynta) e FEE A (9 1). 
(2.16).(2.173) 的 解 , RIH A 
' J24: 


y(0)=0, 


| T- p(x)y'(x)]' — d, i s(x)y(x)=0, 
y'(D+ay(0=0. 


Ard. 是 特征 值 ,yo 的) 是 与 它 机 应 的 特征 函数 .由 寺 
M. C M.- C C M IC M. 
HAF 
ehe a 2a Aa o P Aa. 
Kald. B JLy] E M, PREIE. 所 以 它 是 暴 挨 着 的 第 Rn 十 1 个 
寺 征 值 D]. = d... 
宇 肥 4 和 定理 5 也 称 为 特 往 值 问题 的 学分 原 绍 . 
以 定理 5 可 以 看 出 : 特征 值 问题 人 2.1)、(2.16), (3.1) 椰 在 一 个 单 
调 非 减 的 特征 值 序列 


Pe 


L 和 与 空 们 相应 的 特征 函数 y; (G= 1.2, fE PSH(y.z) (FB BX Bš 
Feo 的 [0, 科 空间 的 内 积 ) 意 久 下 广 疼 下 这 ,作为 一个 单调 非 减 
的 无 穷 序 列 生 ,}, 它 的 极限 行为 存 后 向 我 们 还 将 作 进 一 步 的 研究 . 

二 、 变 分 问题 解 的 存在 性 

在 定量 4 和 定理 5 中 , 我 们 都 是 把 Sturm — Liouville 问 题 的 特 
征 值 利 相应 特 钼 函数 的 求解 转化 为 相应 变 分 问题 的 求解 .上 六 两 
个 定理 正确 的 前 提 谋 要 求 : 

1” 变 分 问题 (2.22 以 及 变 分 问题 人 2.29) 误 解 ; 

2° 它们 的 解 [ 即 能 使 证 画 取 到 极 值 的 画 数 ) 必 须 属 于 C[0.， 

为 了 给 上 述 特 征 值 问题 的 次 分 原理 葛 定 结实 的 茶 础 , 需要 对 
集合 


M= {y(x) | yede [0,0 , Ey(0)=0) 
按 模 


Ol= VDoo 一 V | ‘plx)y’ ()dy+ap(D (D (235) 
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完备 化 .从 而 与 第 一 章 - HE, Ri HESobolevs PAO, D. 
ES 2 引进 函数 集合 记号 
H(0,)= {yx) | y()eL,(0,D, yesra00， (2.36) 
其 中 y oE OWI EFU X RIN #ry(x). zyeH'(0,D, HOEN 
积 与 模 分 别 为 


Po-a=| py" (a)z(xa)dx Tap(D)y(Dz(D ` (237) 


lyi = /DC (2.38) 


让 第 二 章 可 知 , O0, DE Hàilbert# [8]. A fasScbolevix A 
定理 .我 们 有 
定理 6 FHAOD CONAIE TERK: 
1° H'(0,b= CoO, n. 
2” 从 本 0, 站 到 CL0, 门 的 谋 入 算 子 是 有 异 算 子 , 即 存 在 常数 KK， 
使 得 f 
yile SKI) (2.39) 
3° MWH'(0,D |C 0 110 K A Tr T it E SR, 即 任 意 属 于 
HODER y, V, 必 存 在 CE0, 站 中 的 子 序列 {fy yc Ly 7, 使 得 
{fy} 是 CL0, 习 中 的 基本 列 . 即 存 在 ysCL0, 站 ,使 
ly, 一 ?le 一 0 (“n> oo). (2.40) 
上 还 定理 可 由 第 二 章 &$ 1 中 叙述 的 Sobolev 空 间 相 人 定理 直接 
Th OTRE AE. 我 们 不 入 给 出 一 个 简要 的 证 明 ,， 以 
IRRA TATRA E HEIE T AS HEBJ 88 ES. 
证 明 ”对 任意 的 y(x)e2M4, RITA 


> 一 | y ' (z)d x. 
利用 Sehwarz 不 等 式 ,得 
. 126- f 


1 ai” NE = 
| y(x) | < . | |. YP) Ar | Š ` Puin J L Py dx 
` Lu 


H: rH D. 一 min p(x). 故 有 


iye =max | y) | 


WE w 
` / Dis W py dx < Kyi. (2.39) 
` min 


Ñi Z xi. xE bJ) g 


yx | = | J j y'(a)dx | 


< = | | pty (dx | 


V 
_ 1 —— | 
j SPa Y de Py idx >} xax l 
1 1 
< = yle |x. |’. (2.41) 
D... 


不 等 式 (2.89), (2.41) š HI R E E CLO, 1] JE— Sk BL H %⁄ BE 
BE PEB RH Arzela- Ascoli mE, BHC 0.116 3 E. F ht xT i: 
IE FRODA RE {y.b DIECON PR FEA y.) 
E {yn e BEH y ECOD R RARA Ey eCo]. BE ita 


EA = yil =] (n — co). 


N Y 0814 Ba EE, 我 们 引进 加 权 的 亏空 间 的 概念 ， 
W 38 HË BR3s(oOB89L,L0 3228 EL [0.1]. s 3 9 


LL 0,11 =| y(x) | | (da <o, (2.49) 
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其 由 gsOneCLO, 口 ,se0, 半 规定 其 内 积 与 模 分 别 为 


Fo za)= | ‘ayozda (2.43) 
和 
lyla VEO (2.44) 


可 以 验证 这 是 一个 Hilhert 空 间 . 
现在 我 们 来 证 明 变 分 辣 题 (2.22) 解 的 存在 性 . 
定理 7 Fah yeH O, N. 
证 明 [(HRayleigh#ñ s E x 3, 
_ DO) 
JL yl= HO) 
伸 集 合 邮 二 有 下 界 . RET A Fid. BETE ya c M. in— co 
HÍ #J[ yx, >d. APERI H E0, IN, n> NHF, A 


dZ JLy, Ed +a. (2.45) 
LA 
f 
= = Y 
Fa 一 ! 
ly n i] ta 
AE 
daD Sdt H(y.)=1. (2.46) 


RY. a m> NHT. 有 
THY. SF a: H(y, Fn) 


J DO — y. Í 
= H(y, 元 站 g = -a| 
= H(y, —F Mdy —y, 1— d) 
>0. (2.47) 


青 利 崩 Hilbert 空 间 瑟 (0,D 和 [0, 门 中 模 所 满足 的 平行 风 边 形 等 
ik. B|! 
Da —y,) + DOn +y,)=2 DG, HAD a) (2.48) 
. 298: 


和 


HG — x) HG + )—2HG) THG,), (2.49) 
可 推 得 
DE — Fa — d: H(y, Yn) 


= — D+) HAD ) + 2 DG.) 


+a H, +y,)— 2d HO) 2d H.) 


<4(d+ £) —4d— H(y, +AA Hl d) 
<e. (2.50) 
综合 (2.47).(2.50), NHA Hn. m—> oot} 
DO: — Fa) -d HO. — yn) >O. (2.51) 


HFD JAJ. AES AODHA TR R EEG, 可 
以 选 册子 序列 (1c CLOI 848 14 , m, 一 co 时 ,有 


yz, — Y, le 一 站 0, 


从 而 也 必 有 

ly — ya |a > 9. 
即 

Hü, Ya) > 0. (2.52) 
代入 起 (2,51), 也 就 有 


IK n Fm) — 0. 
h EAA (0 DB ZATE 故 存 在 7 oeo, D. 使 得 


DO)=d, HỌ)=1 
H 
人 7。 一 了 由 0 (Hm >00). (2.53) 
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EIE. F OORTE 2E2y r B (2.22) E. 

类 似 地 ,可 以 证 明朗 分 问题 (2.29) 的 解 的 存在 性 . 

附注 ”在 息 理 ?7 中, RINEN 7 ÆHilbertz HA (0, D P Ea 
pai (2.22y f yO TE. E — E, 这 个 解 并 不 一 定 属于 
CLO]. 因而 它 不 起 特征 值 问题 但 .所 .(2.16).(2.17 在 出 典 意 义 上 
ERE RINE a ma a FERO, DEJA PRA Fr E a H R 
US k. 

=. lim ¿, 二 十 oo 的 证 明 

定理 8 特征 值 问题 (2.1)、(2.18). (2.17) 所 有 的 特征 值 组 成 一 
个 单调 非 减 的 序列 , 即 

LEjA E 


H 
lim Z, = +e. (2.54) 

证 明 ”根据 定 埋 5 证 明 过 程 中 的 父 造 程序 , TTAN An } 是 单调 非 

WFA, 太 因 总 (0 是 无 穷 维 空间 , 因而 可 以 得 到 一 个 无 穷 序列 
1 I 

现 放 反 证 法 来 证 明 lim 4 = + co. 假设 不 然 , 即 有 lim i = 

1< 十 oo- 设 交 (是 相应 于 特征 值 的 规范 的 特征 遇 数 , 则 有 
Ix. = HG)=1, A |= 4 <u. 
故 ry Y E H'(0,D PRA RE. MESH, ECO Eg TEA 
Dya PL 使 得 当 a m, 一 co 时 ,有 
[y —y le — 0. 


从 而 也 就 有 
lFor Ya k: > 0- (2.55) 
XA I 
HOn — 3 ) = H(y,,)+ HG;, ) 2H0y,, Ym) 
根据 特征 函数 系 的 正 交 性 , 知 
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ne = (m, É m, ), 


[y “Fo la hF Pa t ||. 1 = 2. 
QC t (2.55 k A EAMA nj uE BH T 
lim A = +. 

四 . 特征 函数 系 的 完全 性 

特征 值 癌 题 还 有 另 一 个 重要 性 质 . 即 所 有 特征 函数 组 成 的 本 
BORRIS L, saj (BESTO D II H Su 21 IR 22385. 为 证 明 这 
个 性 质 , 我 们 分 两 步 进 行 ; EI Goe H (0, DA W JE. 再 让 
六 Xe [0 四 的 情形 .为 此 先 建 立 下 述 引 理 : 

引 理 1 RAR O)JeH' (O0, D. 了 且 满 足 边 界 条 件 (2.16). (2.17). 
B| 24 H. 


c. = H(fx.)= | SOf, adx (2.56) 


时 , f Ye. y. (x) 人 i;: 取 最 小 值 .其 中 y, (x)(n 二 1,2,…, 人 是 特 
征 值 问题 (2 1). (2.16). (2.17) BJ ñj N 4 EB 33 BJ FF ñE pq &k EIA 
ly ,= HGS D. 
证 明 记 
ös = |Axz)— Eey. Olp f SHEY.) 
则 > 
i -Ley li 


! N 
=f sf—Y enya dx 
ü n=l 


=Í af'dx+ Y (f. Ney Lf 
由 此 可 见 . MERY | | 
c, =f, = H(f.y,)= | sade (n=1,2,,N) 


1371， 


时 ,号 取 到 最 小 利 


x ad x 
mini|£— e, s, | | s'dx — f. 
n=] 1 do n=) 


引 理 得 汪 
附注 “由于 中 >0. 及 N 的 任意 性, 可 导出 不 等 式 


Y a< | sO) dx. (2.57) 


EEG Bessel A; 3E yk. 
定理 9 特征 值 问 题 (2.1). 人 2.16)、(2. 17) 的 规范 特征 函数 系 
(y. (x)! PS pu LECO, L] BJ — B Së # iF 3 2Ë. DEE BSf(x)e 
LIO. # 


lim -Ec $ (G| =0, (2.58) 
其 中 7 i I 
e, = H(f.y. ) 一 | sfy. dx. 
AEGA a| AEFI RRR (y 01 位 三 1.2,…)》 展 开 成 三 六 Fourier 
2 8 
/= c, š, (x). (2.59) 
证 明 1° SEA EH ODRE. 
BUTER O, D. Mi 是 边界 条 件 (2 16).(2.17). 令 
ra (x)= f(x) — HG )% (x), 
MISRNI, A 
Hirs O= HER) HERY HG J) 
=0. 


可 Bl, (x)e ML... 由 定理 5 知 
JLrs(x)]= 


Ep 
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Br < È Dirr). (2.60) 
de NHI 
AAE Oro BRAA PA |: 
Dira) =D| YH yx | 


= D(0+ al LHC Firo 9) 


=D r$a [ax 于 -27 hn [aes T 
<D). (2.61) 
pl EE, RAE r 
DG, Yn) A, H(y. y.) 
一 和 oo， (2.62) 
其 中 
5 =p n=m 
— lo, nem. (2.63) 
{2.61) 式 代入 (2.60) 式 ,得 
Hirs)= |rs l|; < . 
再 由 定理 8, 当 和 一 oo 时 就 有 lirwlis 一 0 | 是 得 
jos = HU y, )%, (2). / 


fEBHEZ(x)e L:[ 0, 门 的 情形 时 要 用 到 下 述 引 理 的 结 
引 理 2 ” 设 风 zeELsz[9, 门 , 则 对 任意 给 定 的 s>， STURA 
TAR OOE OD. H 00. 使 得 


Ê I 
Io f (Ors ~ (2.64) 


成 立 . 
MEB THü/(x)EETR2l x< 0 Kx> 仍 记 为 所 即今 
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0, x< 0. 
=l, 0< x<, 
0, x=. 


并 令 


fa (x)= ' | - HadE. 
HH o 1 5 
r, UE ` * 
Tg op th f h).eb;L0,11, 


BE (z)eH'(0.)). A 


[六 加 一 Ko | = Ke 一 Ko]de 


h 


1 Lart 
于 上 


<| I l Hato | dr 


» | 
z 


<l | Art hd) fl) Var J 
所 以 ` 
lif: CO 一 Ho 一 | sA O) f) Pds 


< 了 sl | fix thO fz) jar Jax 
= 1 I | f s(x) | f(x + ha) —f(a) ee 


古训 [0, 生 多 等 谋 连 线性 知 , wc 守 0. 362>0,34 | hr | 所 35 村 有 


We | fix hr)— f(x) lz aZ, 
PEH to | 
iG G) < 
HGS f. COA 0182025]. | 
2 讽 企 笛 证 定时 9 当 fx)sLYf0,n 的 情形 . 
SPER A> 0, BIR 310123 EA E 
. 184: 


rr 二 六 (~ ez (x). 


Hop 
e* = H(f* 5 =f s7, dx. 
UREI HEI: 存在 和 >0, 4N >N 时 ,有 
IPO- ets el <a. (2.68) 
根据 引 理 1 知 


|/(x) -Ze y, G). < /Yet AGIR 
<i OH —Yets 091. 
+ A PP et x, lax]. 
上 述 不 等 式 右 庙 第 三 项 利用 Schwarz 不 等 式 ,有 
| CDOT 一 POOE (a)1dx] 
< f(x) —f*(e)I E Ye (is 
从 而 由 引 理 2 太 式 2.65), 有 


IA Ye. y, Cr) <rt 4+2 / 


4 


d 


此 地 表明 
lim | soey (a) ax =0. 


定理 9 得 证 . 
附注 根据 特征 函数 系 全 (x)) 的 完全 性 , Besse] 椒 等 式 (2.57) 
可 凡夫 强 为 等 起 .由 定 建 9 的 趟 (2.58), 我 们 可 记得 到 关系 起 


ye=| sO Cc) idx, (2.66) 
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HEt ER J Parseval 3 y 


24 基本 定理 


总 结 杰 节 前 而 已 终 论 证 得 到 的 关 FSturm — Liouville Bi tJ 
一 些 重 强 性 质 ,我 们 有 
基本 定理 1 在 区 可 [0. 门 上 的 Sturm 一 Liouvile 问 题 : 


dr d. _ 
Í arp) | As(x)y=0, 


C0 — gy (0)=0, 
bu(D+b,y'(D=0, 
其 中 bi 之 0, 5 20G=1.2), Batt a; D,bi+ biz 0, 其 特征 值 和 特 
IE ARGA F pet: FR: 
{ 所 有 的 特征 值 都 是 非 氏 实数 . 特别 地 , a, tb 0BLF, 所 
有 的 特征 值 都 是 正 数 . 
Gi) 所 有 的 特征 值 组 成 -个 单调 非 减 , 并 以 无 穷 远 点 为 凝聚 
点 的 序列 , 斯 
HEAK e Sh o 
H. 
lim Ż, = +o. 
Gii) 不 同 的 特征 信 4 所 对 应 的 特征 函数 (x) 在 区 间 [0,11 Ep 
ELsG01E 38.42, 去 加 时 ,相应 的 特征 函数 y, (x) 和 yi (x) 有 关系 式 


f s(x)y, Oy Cjdz=0 GAR). 


Gv) 所 有 的 特征 函数 y, (za 一 1,2…) 构 成 空间 [0 站 的 一 
给 完全 正 交 大. 即 对 任意 的 函数 人 Lx)eLz[L0, 门 , 可 以 按 特征 晃 数 系 
{y(n 二 1,2,…) 民 成 广义 Fourier 级 数 : 


fos} e, y, (QO, 


其 中 
- 136 - 


Í sfe God x 
t, =T FE I (n=1,2, t) 
! | s(x)y; (x)dx 


JS Bi! 


Bm A Ee y, (2)||, = 0. 


LA pa p sz 8 r A E RAMEE AE. 
$3. Sturm 一 Liouville 问 题 的 推广 


31 多 维 Sturm 一 Liouville 问 题 


在 $2 中 我 们 对 党 微分 方程 的 特征 值 问 题 , 即 一 维 情形 的 
Sturm 一 Tiouvjilie 问 题 , 折 导 出 的 基于 定理 在 多 维 情 形 的 Sturm 
一 Liouvijle 问 题 中 同样 最 成 立 的 .现在 以 1 中 兽 导 出 的 二 维 
Laplace 算 了 的 特征 信和 半 题 为 例 , 肯 述 如 下 基本 定理 ; 

基本 定理 2 JA DC (O R: 全 的 二 维 Eaplace 算 子 特 征 
fu] 8 


í -A Wix y ¿W(x,yy= 0 (x,y)e (2, (3.1) 
lwes) 一 0， (x.y)=ë (2. (8.2) 
H AERE ñE na r L G PERE: 
D 所 有 的 特征 值 都 是 正 实 数 , 即 六 20 G=1,2,-:). 
Gi) 所 有 的 蛙 征 但 组 成 一 个 单词 非 减 , 并 以 无 穷 寺 点 为 区 聚 
点 的 序列 , HI! 


A < . (3.3) 
H. 
lim % = +æ. (3.4) 


diii) FEAE A A RERA WO) ERRO EY. 
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HEZEA A HIA EAR W, (zy W, (xy) RER 
[W Gop W cdxdy=0 GD. (3.5) 


Q 
(iv) 所 有 的 特征 函数 证, (x yn =1,2,.. HA RE EEC — 
EE EE, BREE E (x .yyeL,( OQ, nf 2 Tk FF fE B8 e 
# Wa (ean 12, ERT 六 的 Fourier 级 数 


LETS) ia Ye W, (x,y) (3.6) 
其 中 
| fx) W, (x.y)d<dy 
cc =— | (2 一 12…)， GT 
ff W:(rxy)dxdy 
O 
FR 


lim fz)— Ye W (x,= 0. (3.8) 


L j EHAE SA D E 8 JE S 32 FE U. EET X Bd BJ 
Rayleigh 商 应 定义 为 


D(W) 
WI]=—— 3.9 
LW (3.9) 
其 中 
DW=(vwr m=|| VW |’dzxdy, (3.10) 
2 
nw=ww=]| fi W |?dxdy. 83.11) 


ATES ERATE E, E H E Hilbert 8] 
HOD AH AA (OQ), 其 定义 为 
HAOD= futxy) | uet UR). Hu |o= 0, (3.12) 
而 
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H (Q= ugy) | uel Q) AI XMV uL). (3.13) 
EHLE ARELA 


Come 一 | Vu Vudxdy. (3.14) 
ñ 
JHU a 
iual ED (uuu Q - (3.15) 


容易 验证 刺 ( 和 是 “个 Hiljbert 空 问 , 它 是 :个 只 有 一 阶 乎 方 可 积 
广义 微 商 的 Sobolevy 空 间 (可 参见 本 书 第 二 章 8 1). 
在 维 情 撒 时 的 特征 位 与 内 应 特征 函数 的 关系 式 (2.32) 应 改 成 
(V Wa VDOT A (Wa E50, Vier OQ), (3.16) 


3.2 算 子 方程 的 特征 值 问题 


现 谋 我 们 把 数 党 物理 方程 的 特征 信 问 题 抽象 为 算 子 开 程 的 特 
征 值 问题 
Au—ju=0. (3.17) 
FETARE X PË 2, PJ Bñ PEA ROR E SE K EE SE n] We $ B'J 2k FE 
集合 ,日 满足 其 类 齐 次 边界 条 件 . 


例如 ,特征 值 问 题 : 
| Au—Au=0 (02), (3.18) 
u |: = 0 
HEF TAS- ARER 
Q. =u l ue), Bu |; | =0. (8.19) 
定义 3 对 仔 意 的 函数 &.us- 氏 ,如 果 关 系 式 
(Au, v) = (u, Av} (3.20) 


Ro Fah 2, 为 算 了 4 的 定义 域 . 则 称 算 子 4 为 对 称 算 也 ;如 果 对 性 
S EF Pq uea, 不等式 
(Au,y>0 (3.21) 
Wy, MERITA IFE fB r TE a>, 使 
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(Au) yu ,Yue (3.22) 
RI MPK Fa ET. 
可 以 证 明 , 算 子 4= -AT HBI IDAEA 2, F k EY T, 
证 明 因为 
(— Au,u)= -| uA ud 02 
Q 


=- Í wordst| | Vu dQ 
rn en n 
-| | Vu (dQ, 

R 


HiH Friedrichs PEROLA E $ 1. (1.3250 有 
` a 1 了 
i 2 = Vu d(O > — AQ 
Vuli, J u | 
即 有 
! ， 1 
(- Auw y ur G =- 70). 


HH TAS -ATD LEER. `: 
AFL F: ARETA EAE EHRE GET ABJ2E 2 9, E 
T | BË gh 19 AFH 
[u ul = (Aur,u) (3.23) 
和 模 
iig, 一 Juul u] = {Auu} (3.24) 
其 完备 化 后 的 空间 记 作 五 ,, 它 是 一 个 Hilhert 空 间 . 这 样 可 以 得 到 
关于 一般 算 于 六 程 特征 信和 问题 的 下 述 结论 : 
基本 定理 3 对 于 算 子 方程 的 特征 值 问题 
Au— 7u=0, : (3.17) 
若 轨 是 其 定义 域 岛 上 的 线性 对 称 正 定 算 子 , 卫 假 定 2 Hilbert 
ZEA RE, ERATI: Hio LERA T. RH EA 
特征 函数 共有 下 述 性 质 : 
<140> 


(ü) 所 有 的 特 往 值 都 是 正 实数 , 即 4, 2>0 G=1,2,:::); 
GD 所 有 的 特征 值 组 成 一 个 单调 非 泪 的 . 并 以 无 穷 远 点 为 占 
党 点 的 序列 , BI 


ZA < 25 < " = An = ` 


R 
lim Ån = —c 
(111) EIAI 对 应 的 特 {E A Kt u E KRO 上 政 相 下 
ZE, BA 22, ME, PR82039 RHE A Me 和 ww 有 关系 式 
(t, ,Hs )= 0 (= h); (3.25) 


(iv) 所 有 的 特征 函数 x (站 =12…) 构 成 空间 天) 的 一 组 完 
EZ. B E E H A eL: CO). 可 按 特 征 函 数 系 
fu. (4 二 1,2,…) 屡 成 广义 的 Fourier 级 数 


f=Ye, ln» (3.28) 
其 中 
| fu, dN 
C = — (n=1,2,.…) (3 27) 
| zt 中 人 ` 
JRBP 
lim If 一 >e ln l, =0. (3.28) 


3.3 F Sturm -Liouville 
F ERR ERRA E SP r Pel AE: 


1 
ca <) 0<r<ht>0, (3.29) 
ct er r r 
u=0, r= L i>0, (3.30) 
uA ft, r=0,.>0. (3.31) 
u= o(r), Or tO. (3.82) 
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2 
uir o= ROTG. (3.33) 
EARE G20 AA PL 38 03.30). (8.31), 得 到 常 参 数 2 的 常 微分 方程 
T'(ü ata T(= 0 (8.34) 
RUH R' (r) T ¿R(r)=0, (3.35) 
Rin |== 0, (3.36) 
R(0)=< co, R'(0)< oo. (3.37) 
方程 (3.35) 即 
dy d5 . 。 
Jr mg ARO (3.38) 
在 经 变量 代 换 z 一 r、/2， Hiyoshi 可 化 为 
ty otay Cx) tyla. (8.39) 


Par e BELBessel r g mA E (8.38) i: E: — k 8 Jë Sturm 一 
Liouville 方 程 人 2.1), Sposo = rii i RH bk 6. E O, L 
FEH E Bls = 0A p(0)=s(0)=0, 不 满足 Sturm 一 Lio- 
uville 问 题 所 要求 的 存 T0. 门 上 上 p( 门 产 Pa 0 及 时 门 0 的 条 件 , 因而 
这 站 一 个 疝 异 的 Sturm 一 Liouville 疗 程 .对 于 这 种 情形 ,我 们 所 闫 
心 的 是 : 相应 的 特征 全 半 题 , 其 特征 值 和 特征 晒 数 古人 省 还 其 有 
Sturm 一 Liouville 问 题 基 本 定 娃 和 趾 的 四 条 重 些 性质 ? 

共 半 2 下 的 论证 可 知 , 扯 有 基本 定理 中 性 质 个)(ii) 的 大 键 是 要 
相应 的 Green 公式 


| | (oLu-—uLu)dx=0 (3.40) 

a. E fF IE IB Taj EM (8.B85)—(8.37) h, RIGT Pr iF f KR 

(BAQRA. AE 3 2rB FEB G) Gi BJur3H, TUH Br 47 

的 特征 什 都 是 正 数 , AIEA RUR reli [0.1] E r =l 28. 

ETHE GDR Gv. Ir Fp(z) Bi Apon, BB A š 2H is s EB 

6(HI.X: FSobolev 2 [3] i9 im A E BI) s BE B PEI 31]. S Br pa s e 
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于 带 退 化 权 模 的 Sobolev 空 人 对 于 这 个 问题 我 们 在 这 里 
KIRA PARANG. HE HRE AA Ay EE 
的 Bessel A t ñ H F 8 S. 35- “a. 37), 可 以 通过 适 尘 的 变换 ， 
化 为 辑 域 D: 十 六 之 六 二 的 特征 值 问题 ,而 消除 其 奇异 性 . 

捉 空 上 ,我 们 对 方程 从 .35) 两 边 乘 以 R, 并 对 7 在 区 间 [0, 亲 上 积 
分 ,对 和 只 0 到 2z 各 个. 得 


Ë I ala EE )ua+2| N 


| rRdrd0=0. (3.4 


= 4 “Ü = Ü 
利用 分 部 积分 及 条 传 (3.36), 有 | 
" d; dR. dR O dky: 
fea ar aE h a 
1 / dR: 
= 一 | (u ) 


于 是 式 (3.4 了 可 守成 


Ë | Ë: d J'arag— } C | rR:drd0=0. 


转 接 到 直角 坐标 系 , H ic R(ry= R (xy). MA 
| VR dxdy—2| [R'axay=o. (3.49) 


Ü = ik 


D D 
RA RRTEr= x ty = A LEE TE(3.37) 是 白 然 满足 
的 . Eng T A (3.42) EER, TA ERA EHE R EI 
mA E PUP ET ROR II EER G (Gv). 


SA. 应 用 实例 


{E MAK A JCA P. Ri Fourier Jy ik AT H ny BE 

D eah P ge i h H Fourier yE ie. JE B. ELA 

Ë H Jy St r 提供 的 太 量 实例 中 , 可 以 看 出 它 只 适用 于 少数 儿 个 千 

殊 方 在 和 特殊 的 过 恰 茶 件 .对 大 项 的 数理 方程 定 解 问 题 ,虽然 可 以 测 

Fourier i iE (E EACE DRI EAMA ARA EFEN AELE] 
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`— 


EE ARE .因为 缺乏 应 有 的 理论 去 保证 这 个 形式 解 就 是 真正 的 解 

特征 值 问题 的 基本 网 理 葛 定 了 Raourier 方 法 的 理论 基础 , 它 为 
Fourier 方 法 的 应 月 提供 了 广 千 的 前 景 .对 大 量 的 特征 值 问题 , 共 特 
征 位 和 相应 特征 隔 数 的 求 出 是 椒 容 易 的 , 黄 至 只 能 求助 于 数值 解法 
求 得 近似 解 . 但 是 有 了 特 往 值 问题 的 基本 定理 后 , 即使 我 们 并 不 知道 
只 体 的 特征 值 或 特征 函数 揭 撕 式 , 我 们 仍然 可 以 通过 基本 定理 得 到 
解 的 表达 式 . 从 而 有 可 能 通过 已 知 特征 值 和 特征 范 煞 的 性 质 , EBA 
的 “ 些 重要 信息 .下 前 我 们 举 … 些 倒 子 来 说 明基 木 定理 的 应 用 . 

例 1 求解 下 述 -- 维 热传导 方程 混合 问题 


i, Wt fx D Ox t>, (4.1) 
— ih (0, i) +u(0.)=0, 120, (4.2) 
u, (m D Huin D= 0. t> Ò., (4.3) 
u(x, 0)= pix), 0= r=. (4.4) 


解 ”用 分 离 变 量 法 (Bourier 方 法 ). 先 考虑 (4.1) 相 应 齐 次 方程 
的 特征 值 问 题 : . 
, X" G)+ AX(x)== 0, OLIT, (4.5) 


| —X'(0) - XI) =0, (4.6) 
X'(m + X(m)=0. | (4.7) 
根据 基本 定理 知 , 所 有 的 特征 值 >0 (二 1,2,…). 现 求 出 


其 具体 形式 
¿= > 0), 此 时 方程 (4.5) 的 通 解 为 
X(x)= Acos nx + Bsin x, 
X !(x)= pAsin ux + n Bcos ux. 
由 边界 条 件 (4.6). (4.7), 18 
—a B+ A=0, | 
— pAsin unt n Beos nz-+ Acos un Bsin an ==0. 
AE ES P A BJ SR R Jy E 
(1— nsin urt 2gcos uz=0, 


Bj 
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“一 1 
Ë " = cot um (48) 


利用 图 解法 , WETE ORARE =A 7 与 ?一 
cot gz 在 4 之 0I 时 的 交点 ,从 图 3 一 1 可 看 出 此 超越 方程 有 无 穷 多 个 下 
Ħa (i=1,2,…), 且 


DA 
所 以 ,特征 值 瑟 题 (4.5) 一 (4.) 存 在 无 穷 多 个 特征 和 但 
,C= (有 2 一 工 , 2,.). (4.9) 
US Ep IE pR 31 FY 
X,(x)= B, (u, cos u, X tsin Hax) (n=1,2,.%), (4.10) 
HORB. h: ye as Pr. a ta e l. SA B, =1. 


|] 3—1 
根据 Sturm — Liouville M ES J 3 Aç E JB 3, 特征 函数 
RIX (x, (4 二 1,2.…) 是 空间 [ 0, z, 的 一 组 完全 正 交 基 . 因 此 ， 
可 设 原 韭 齐 次 方程 定 解 问题 (4.1) 一 {4. 久 的 钥 为 


u(x, d=}, T, () X, (2), (4.11) 


EPT. (四 为 待定 函数 ,并 将 已 知 函 数 Ax ,站 和 w(x) 按 特征 明 数 系 
(X, ONER A Fourier $t 
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fx D=} f, (t) X, (x) (4.12) 


利 
P(X) = Žo. X. 0). (4.13) 
HE RR (OM pa 利用 函数 系 {X (Oo 的 正 交 性 ,可 计算 得 为 : 
0 o =T O. (4.14) 
ZE 
IX ka= AXX) = / | Xe9]sax . (4.15) 


将 (4.11 一 (4.13) 代 人 方程 (4. 了 和 初始 条 件 (4.4). PET, E 
的 常 微分 方程 初 值 问 题 


T (O+ 2, T 的 一 六 (z), (4.16) 

. Iz. (0)= Q, . (4.17) 
解 得 

T, (=p e “十 | f. (me dr, (4.18) 


从 而 原 定 解 问题 (4.1) 一 (4. DA 


uix. )= EAT ETa E tp. Xe H X, (x) 


¿( = 1 f 
, X, )X. int q 
+ Px OX Oe z 


SAOR g- 
1: 


E “| oea 
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POLO, 


C P ‘a (4.19) 
Mikul, D d| 3k ys A 
u(x ù= | Gir. é Do (yd 
+ | <| Gæ Et ORE de. (4.20) 


例 2 HEKERE. 半径 为 ! Mim i E RE u. 初始 温度 分 
Ep 其 中 ?为 柱 体 为 仔 A RARR E B oR EET A A PE 
nae al U. 

解 ”这 是 轴 对 称 的 热传导 问题 .考虑 到 定 解 条 件 的 特 上 总, A 
ulr D RA P| RE E ALA Er Hh REZAD EE PS Jr B A fej Zeh a 
度 , 则 归结 为 求解 一 维 钢 域 上 的 定 解 问题 : 


ĉu f ğu 1 ču ) 


a z t ; Orak >D, (4.21) 
ot ` er r er: 
| u h= ua, t>0, (4.22) 
u hea == pir). rl (4.23) 
先 把 边界 条 件 齐 次 化 , 令 
Ur D= z(r i) uo. (4.24) 


Wor yu E 3F0K3 2 2 PEI E WE AR 


w ; Fw 1 QN : 
y Te ( crto ih 0<x<tx>0. (4.25) 
w == 0, t=, (4.26) 
w |== (r) — uo. rl. (4.27) 
来 出 分 离 变量 法 , 令 
wir, = R(ryT(D, (4.28) 
代入 方程 (4.25) 及 边界 条 件 (4.26), 可 得 常 微分 方程 
T'(ü +a TO= 0 (4.29) 


及 特征 值 问题 
147- 


| R” 四 十 开刀 ' —-3+¿R()=0, 


#(D=0. 


(4.30) 


(4.31) 


正如 我 们 在 训 曾 指 遇 过 , i Jë — 4° 8 Gy FEB Bessel 7 tE E fet tH] 
题 ,但 作 适 当 变 换 , 转换 到 直角 党 标 系 后 可 消除 奇 件 , 因而 仍 有 具有 


基本 定理 中 所 乌 述 的 性 质 全 一 (iv 


根据 基本 定理 知 , 其 所 有 的 特征 值 >0(n 二 1,2,…), 有 具体 解 


得 特征 值 汐 
2, =( = y (Q= 1,2, 3. 
Hu FEF i pa kr 


R, OO 一 由 (全 (n=1,2,--, 


其 中 心 (n= 1.2, y Eir Bessel KAO EER. 


将 (4.32) 代 入 方程 (4,29), 可 解 得 
T= T (n=1, 2e), 
从 而 可 得 原 定 解 问题 (4.21) 一 (4.23) 的 解 
ulr,d= + R, OTO 


xm o ry " ` 
= Ho +> ee F Jd Er), 
n=1 


其 中 系数 ec, 可 根据 基本 定理 的 性 质 人 和 (ivw) 求 得 : 
| [ orum J J rjrdr 


|F |. 
JE = [ {rar 
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(4.32) 


(4.39) 


(4.34) 


(4.35) 


(4.36) 


L. 
= L J (8. ) 1 °, {4.37) 


J (x -Pi Bessel $r. ma (a= 1.2, yE J GayB9 E 58 ra. 
例 3 讨论 高 维 波动 方程 混合 司 十 


i — Au = f(t) xe, t>0, (4.38) 
| u=0, xeƏ(2>, 20, {4.39} 
u | oP) wi) xe O (4.40) 


的 共振 问题 , H ri x= (xi. x. X, 小 
解 ” 先 考虑 方程 (4.38) 相 应 齐 次 方程 的 特征 值 问题 : 
— AX) AX(X)=0, xel, (4.41) 
I X(x)=0, xed nn. {4.42) 
根据 多 维 Sturm -Liouville 问 题 的 基本 定理 知 , 存在 无 穷 多 
MERRE (512) A 
0<),<2,=< <, < 


H 
lim A, = + co. 
Min fp tE PA Ek X, (x)(n=1, 3 构成 上 (的 -组 完 全 正 交 基 ， 
BE 
(X, Xa) = | X Xede =,= N BEMS t443) 
à . 1, n=m. 
定 解 问题 由 .38) 一 (4.40) ue O ARETE A 3 A X. ah Bë R 


u(x,)= T, (DK, Go. (4.44) 

R 386 1EHEzle fu Bë tr | 
E(t -| lu, | dx 十 | |Vul 2ax. (4.45) 
ERARD Til je ki 统 的 动能 ， 第 二 项 是 势能 .把 式 (4.44D 代 人 
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(4.45) ,得 
E= i È T: (DX, ofar+i fÈ T7 OVX, Cj] az 
=Y | TOTAAL X+ T. (T, (D(V X, VX.) |. 


根据 式 (3.16), 有 
(VX, VX.) (K. Xn) 50. 


好 
(VX, VX) = A (Xr Xa) = 1 Dan. 
FE i 
EOSS i (TiM +4 THAD ] SY EW. (4.48) 
记 " 
Z =M =EL, e), (4.47) 


ERA, 为 系统 的 条 
F 的 能 量 ， 

益 系 统 受 到 局 期 性 外 力 的 作用 , JEE 为 

fix O= h(x)sin wt. (4.48) 

RPTRA JA BB >F 9 3838 t 2 5 0 a E n 相同 时 ， 
Hl =u, 时, AAR RERA K. EBE E(038 453: 335 2. 即 系 
统 产 年 共振 现象 . 

为 此 , FH ER OF 8 22 # 1 X, (ay) 的 王充 性 和 完全 性 , 将 已 知 函 
Eix, D. g (yki (aJ pk 355 R 


/ => f (DX, (z), 


Es E (ta PE B1 2 BE), 则 玉 (是 对 应 于 特征 频 


pix) =Y a, X, (x). (4.49) 


OÈ ph 0), 


TX) _ AX) 
fm XA IX. 
z. = (o, X. X.) B, _ X.) 
XA Xal" 
jE AF (A.38y FAI tR ZE Tt (4-40), (FAP A RUT, (E PT WB nt ie 
Er A Epam 


sim wt= h, sin ot. 


(4.50) 


T; (HET, (= h, sim ot, 


I T, (0) = tro (4.51) 
T, (5 fa- 
解 得 
T. (=>, COS n, tt f- Sin Hnt 
h. P . 
+ SİN Ha (t— t)sin oordr, (4.52) 
- -ap 8 302y H TETTE Meo Æ °, [时 
ha t 
T, (=, COS Hn +E- SIN Hn f+ Sin gat 
ta {or — pr 
h. . 
— sino; (4.53) 
a Ha 


Tü oS p 时 


T, O r Leos mtt L (8. +: )sinz, i — (ASB4) 
Iis 88 ri ER NOl 风骨 让 作用 下 系统 的 能 董 记 作 
EOZ Exp, 


其 中 
EAD= L T) 1 HATA). 
Ehh, Mep A p I 
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5 x, b, (p oa? h: 
ERD = x ri f. 十 一 z) 十 一 ; 
(= xay iñ apn ) | (0 na) 


z (w cos cat resin’ wt) 


2 x nAn fin . : 
+—— OSIN g, £ COS OES R, COS Ha É sin Ot) 
t ZH n 


Dh 六 h, (O x. 
—— (ba +— cos p t cos owt 
(9 一 He > O° 一 站 
+ fa SIN Hn t Bin wt) (4.55) 


m o= p, 时 ， 


` a 2 h. a R. h. `Y 
EDS aoua t fa te Uz, h, u +B, + )sin°z, i 
Hn ` " 


dp 


he ha ` 
+ Ë a Ha -二 t)sin ii £ COB u. E. (4.56) 
L " ` * 


rH 3K(4.56yu| BL, !£-— oolhf 
E> 00. 
HAH 4 SJ EH 22) HINE o 35 2 BJ E E SE pea 相同 
Bf, EAH EDRR. BADERE (D pa F 3 K, ye tE 
- KE z. 
Bl 4 讨论 由 定 解 问题 


Uu 十 2x zu — Au = gix ih eNcR’. (4.57) 
| u=, ix Dec [ 0.7]. (4.58) 
I u(x,0)= px), xD, (4.59) 
u (x0) = (x), xei, (4.60) 


所 描述 的 系统 的 稳定 性 ,其 dx 一 (Xp 
解 ” 和 完 考虑 与 (4.57) 相 应 齐 次 方程 的 特征 值 问题 
AXi) ¿X(x)=0, xed, (4.61) 
P xed. (4.62) 
根据 多 维 算 子 方 程 特征 值 问 题 的 基本 定理 知 , 存在 无 穷 多 个 
下 特征 值 
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仿生 分 方程 先进 五 反 


Z, = IG {n=1. 2,7) 
和 机 应 的 特征 函数 f f 

X, (x) (n=1,2, e), 
FR HLO- -组 完全 正 交 其. 

令 定 解 问题 (4.57) 一 -(4.80) 的 解 为 
u(x, =F T, (0X, (z). (4.63) 

类 位 例 3 中 的 计算 ,可 得 到 系统 的 能 量 为 

E= fuda + J (— Ardudx 


=Y [ (TAD) HAT. (4.64) 
TRAAT, (OM ERA EEE 
T@+ 2a T+, T. =g (O, (4.65) 
l T, (Ou, (4.66) 
T; (0)= B, . (4.67) 
其 中 
_ (ZX.) | 
人 
(g: X.) WX) 
=] n = n 4.68 
LSR O PTI (4.68) 


HOL g Apuli = 4 hk Fr A aj g8 (4.61). (4.62) 的 最 小 特征 值 ) 时 ， 
解 得 


— La ; zz. HBa aa —— 
了 (一 Ye cos fugt BIN =i e sin fpa? t 
t - 
toga | e sn Vi Te e Da, Ode 
Ll [i] 


(4.69) 
TITRE EEO T — Ea e RJ Hata 
153. 


2 92 
EDS Z e" E(0)+ 2 一 z5 G. (4.70) 
其 中 
G=sup | [g(x, D ]2dx. (4.71) 
flu r. = 
A 


从 下 述 不 等 起 可 以 看 出 , 定 解 问题 (4.57) 一 (4.60) 的 解 甘于 于 
hoe eyak, 内 而 是 稳定 BJ, H >: TARERE ga. d 
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偏 微 分 方程 选 讲 天 正 


第 四 章 和 连续 介质 力学 的 数学 模型 


和 连续 介质 力学 是 一 种 宏观 力学 , 它 不 考虑 物质 内 部 微观 的 分 
子 结 构 , RMAIL E i B ik 3 GA de E 32 y A 3k S F pk. 
PIL A PC, IR E A= PT 28 yE. a ERR, 而 描述 运动 的 所 有 物理 量 
如 压力 , Rai 速度 ……, 都 是 给 定 在 这 个 区 域 上 的 连续 可 徽 
BA G AR EA Aa Ae TA a). 

流体 (液体 和 气体 ) 的 运动 , 围 体 的 变形 当然 是 连续 介质 力学 研 
RERE. 但 是 像 渗 流 (流体 通 过 多 孔 介 质 的 流动 )、 交通 
流 …… 这 样 一 些 问 题 , 在 一 定 条 件 下 亦 可 纳入 连续 介质 为 学 的 研 
究 框 染 . 这 种 从 更 广 意义 下 对 连续 介质 力学 的 理解 , 将 有 助 于 从 孝 
学 上 对 各 逢 不 同类 型 的 实际 问题 给 出 统一 的 数学 处 理 和 理解 


$1. 预备 知识 


1.1 考虑 初始 时 刻 处 于 空间 某 位 辫 的 一 团 介质 9 在 南齐 
AR E RE tU V(O. B (X,. Xa X.) 88 V(O) PRE ~ 


X: = Xx; (t: Xis Xa, X.) G=1, 2, 3), 
HR r T A A En £B: 


dx 
di (1=1, 2,3). 0.1) 
x (0)= X, . 

其 中 op 一 Too 是 质点 的 速度 向 量 . 


A T WE PENERE S. EREHE H ER aRt: 
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1° WAF E E A S E ARAE Y O;x Xa x TY, HII (X. Xa 
x, DEA H AEE. Ee AAt na a Jy TECDE A Eulerat . 

29 FIERES J EPIA AAA -质点 的 变化 , B 28 n] AEA 
EREJE u EAE HEX o X., Xa EA B E i. h Eiaa 
maza AECI A Lagrange. 

36 8 zy PECERA TETEME — EZE PB 1: 

(axa xr D SO. Xo Ko DIRE RI tJ Jacobi Ta 


一 (XA xe xs) 
BX Xor X.) 
1.2 ÉEuleriý Rph HARAR $ (x. xna DAAA ga aJ bi 
AAAA: 


1° 圈定 空间 点 (wi xz x3) 的 位 置 ,对 1 求 微 商 , B W ya S 35 


2. 
a 
2° HAEA, X, X.y7 8 Br PR 26 PR 48 XK AR, 称 
4% 
A 9 
为 全 导数 a 
显然 ,由 00.1) 
a$ È$ dx _ ë $ . 
prg a +V ó u a Har yg, (1.2) 


这 里 tw -VY) 表 示 微 分 算 子 : 


v v= >u Pa (1.3) 
引 理 1 恒等式 
4J 
y (V J (1.4) 


成 立 . 这 里 (V : 3 R $E, EKRE. 
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GEW: ec V JV ef EEA MA AS eie ) 


HERA ”出 行列 式 求 导 数 的 定义 ,并 考虑 到 (1.1， 
daf MERETET RETETE, CXL Xe x a) 
di (XXX) AXo Ns Xd) (Xi Xo Xo) 
— CU x2, X3) {X Va, xa) CX X2, V3) . (5) 
ELX X: Xe) E(X Xe Ko) eX Xa: Xa) | 
. áx, — 
这 里 z， =y H 
Ra È 


jaute 
Cu CX: Qui GX Qu, OX 
x CXI Exi Ne Cx! (Xs 
CU ， Xs) CXL ` eXz ECX? 
RX: Xa. Xa) À CA: CXs 
I Exs CX exs 
Xi CA: Xa 
CUL 
=, 
CXI 
同 理 
QX: Dz. X3) CU: 
7 = ef, 


将 它们 代 


1.3 


CCX Rar Xs} OX 
Qi xea) _ (s 
人 Ox 


AG.5), BIHE E RL.. 
RPI ARF AAE EEA PER A HIBU S| BB: 


引 理 2 {Lx Xoxa DIEE AEVO (t20) LAE nA 


PKR. II 
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ISI] eos [ed ao 


证 明 THO. 


Un tun 


lI 
— 
一 

w 

5 
= 
>= 


从 而 引 理 2 获 证 . 
$2. Jj TE 


21 FERE EAT EREE, 设 在 外 力作 用 下 ， 
物体 内 -AXo Xo LEB AM E (w xs). l s llit 
u= ti Ly, Us1l, 易 若 

u= {x — Xi. xe X. x — Xa}. 
Eli u, = x, — X, (i= 1,2,3), 
因此 对 于 Euler 形 式 | 
u 一 本 (2.1) 
而 对 J*Lagrange 形 式 
u =u (Xi Xo Xa D=% (Xo Xo X X, QJ 
由于 物体 内 各 点 具有 不 同 的 位 移 , PJ EL K E hu i 3125 IH. 
为 了 研究 它们 之 间 的 关系 , 考 囊 在 变形 前 后 弧 微 分 的 凌 化 . 
在 形变 前 , 白 微 分 4 为 
dS2=dXi+dX:+d4X:. 
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物体 产 牛 灾 形 后 , 弧 徽 分 ds 为 
dst=dxi+ dxi +dri. 
它们 之 盖 的 Euler 形 式 为 
ds:—dS’ = 2 (dxi~ dX 


天 一 上 =] Ü 
3 2 8 f PX 
=} [6 ex A dx; dx 
E Di ku CX: CX; 
3 
= > E, dx; dx 
O GA CXe . 
K; =ó. y ° = = T (2.3) 


R E, = E. ， s OCE, 12 PHH: PE: WEO L), Es n] BE J 


E Ui ! H š à Hi Cllr 
I a : 
(X: Pri Et lx CX 


SZ 2 H ty ig E 52, WAS EEE Lagrange ČR. 
IH (2.2) 


3 
ds'—dS’= Y L dX, àX; , 


Hop 


a a 4 a 
ËU Ci Ĉu: Cu 

= t E y y ' (2.4) 

e X, ë X; = EX “X. 


I BLR (L. )ER N hy 2 Sh 34: sLagrangef ai . 
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2.2 假设 物体 形变 充分 小 , 即 


Cu 
X: | | 


a 


CH a 
= 1 =1,2,3), 
| G=12,3, 


ax, 


W pest raj SL, A WJ HH (2.3). (2.4) 得 


Arr: Arr: 
CHi C 
L 一 -一 


Ey = 2.5 
CX, Axi ( 9) 
利 
ČU ĈU 
L, = + 2.6 
AK ` X. (2.6) 
MA IH(2.2) 
Qu: CX , 
= ð; EL ,7 二 1,2,3), 
ox | | iX, | tJ 3) 
Hi 
QX, . Q x; 
—— Ü iE] ——Hi. 
ë X; GAJ) EX: 
故 对 于 任意 可 微 函 数 | 
Co Z fo ĉx dq 
一 == . 2.7 


这 表示 在 小 形变 的 假设 下 , W 2288 Ps bl, 则 对 x; 和 对 成 48 
出 是 柑 朵 的 .把 这 个 论断 用 到 (2.5). 人 (2.6) 去 , 则 有 

E; == L; - 
也 就 直 说 . 在 小 形变 的 假设 下 , 应 变 知 阵 的 Lagrange 形 式 与 Buler 
形式 两 者 汕 有 这 别 . 


23 PRAE p f en E h E ie F i E 


O RET MRAN, EEATT. 它 变 为 


A A BEE MART R Re (SË E ). 
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. JA 4 一 44 
没 COO JAAA 

AXo h’ Alx tdr. xXz,xX4) 

A! (wi Tu (A), xtA) xat Hl A), 

A I(x. tdrt lA) ttul As) x -Fas(A,.). 
tdx>0. | dx | 1. ME s t ls Bz 


t (A )= (Ay qx . 
Êx 


ik 


-= lg, 2.8) 
CXL 2 
回 理 
1 au. 
s= EË. ea (2.9) 
2 CXe 
1 Cta 
1 二 一 2.10 
UD U ays (2.10) 


EE TFI -T1/2, 本 玉泉 
24 HRE (i> D0J3 PB S Z. 
设 品 4， 和 OB 分别 契 平 行 十 x! 轴 和 xs 轴 的 线 元 ,它们 的 坐标 
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FPEO x: X 4). Aa Cr T dx xeo x) 和 BB (x i, x; T dx; xs). fE 
外 力作 用 下 , 它们 分 别 变 为 O41 MOB, HNO (xi +u (O), 
Kat uO) xst u (OQ). A il tdr Tua (A.).x +u (A,.). Xt ts 
(Aa) B (z u (B.), x: dr: +u (B.), xs+us( Bi) JOA 、 
OB, 2 J3e fa 29909. 考虑 它 与 OA .OB! LARARE 这 
TEE A IND Eo 如 图 4 一 1 所 示 . 


| 


O 
内 | 4-1 
m= p t pz. 
由 小 变形 假设 , 我 们 可 以 认为 上 OO ,A.B 16 dF 5 OA, B. F fr 
平面 肉 , 甩 不 计 高 阶 小 基 


gpi=tangi=——e — = 


HI 
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ALGAE A DBE Fx, 轴 和 x% HB0928 2 o E rs E f. 
858; A 
a = K, (G j). (2.11) 
(X; CX: 
E KAE. RAHETERA FEA: 


El 


JE zg lu] rak k 


u | 
H= Hoe r 
Ls 


那么 出 (2.8) 一 (2.11) 得 关系 式 


Ë = ĝu (2,12) 
Fai a 8 56> 3098852 f E [gË 
£ 0 Ü 
CXL 
0 一 一 0 
Lan i 
8=| 0 0 一 . (2.19) 
CXS 
i — o 
(Az CXI 
0 £ Ki _ 
CX CX: 
I C Ü wa 
C ¿(x CXI 一 
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25 引 理 3 其 在 物体 内 所 有 的 点 工 


Fumi G, J=1,2,3), 
则 物体 作 网 栖 运 到 CARAFE, BI 
=H Xr 


或 
U = HI +H Xs sr, 
U= + OX — xs, 


Wa 5E ua t WaT OA, 


(2.14) 


(2.15) 
(2.16) 
(2.17) 


HPuo ={t}, ug, ui), QO S {or wn o A H ERr = {x X Xal. 


" 
HE, =0, y- =n, Al 
CXI 


u= f(x, X). 


证 明 


IH T E,,= En =0, # 


| êf 0 (5 ë (=) ë (= 
Qa V GX2 Qmx X Xo Bx: X Qm 2 @x Êx: 
X Eem Ens E,,—=0,48 


HEj- 72 


Qa “ FX2: 


( Cu: )+ £ I Cu: )j 


= 本 (w) — (=) 
2 Qa Ox Êx N Oxid 


_ "| Ê f Gua + cw] 


2 [这 可 \ OX ORs 
=0. 
i 
ë u 
êf: = C #0. 
CEE 
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U SSX X) 5 kat Xs) . 
J]! JI E == F, = 0, f 
C'a Ë y Qua )= Es zuy 


Fr 一 m- 
Xa 二 一 一 - 
(x)= ex; Êx Ex 


故 
=u ex T dh ms. (2.18) 


j 


F: 


=u: ex, + Xa (2.19) 
Ua = Cx F dx, (2.20) 
IE, = E. = Eu=0, 得 
e, je, = 0, 
d:+d;=0, 
. qh + e; = 0. 
o= di, a = dia =e, H (2.18) -人 .20) 即 得 人 14， 


83. 应 力 和 矩阵 


3.1 RJ EHRE IN JI. BR PE VESIIN Fak pai 
A. DESE VAR WED Va Va AV 325). h EFE T J 
HS AET VSS RRS = VOSE. V p Sm) EB] a. 这 
个 万 称 为 总 只. 

物体 内 意 一 点 五 的 应力 志和 这 样 定 交 的: 

定义 1 Ü PeS n AV OPE BFF E, E PR RJ JF, (P) 
ELA 


n AF 
FP- ah AS 
是 作用 在 小 块 ASy 上 上 的 应 力 的 合力 
内 定义 可 忆 于 出 ,物体 内 -点 处 的 应 为 不 仅 依 赖 j- 点 的 位 冠 ， 
而 生还 与 冲 过 PP 点 的 于 ATSR ERRES Jr Epo A. Ee. Fef] 
EE HEAD a EDA AG A RR A PIE A i SAR 


165， 


pge E DM l. 

3.2 当 作 用 而 有 给 定 以 后 , RT AE EHF. (RR Aa 
呢 ? 为 此 通过 PP 点 作 三 个 以 坐标 向 适 e; (i 二 1.2,3) 为 法 线 方 向 的 
FRES G=1,2,3, 不 妨 假 设 e, 是 截 出 的 物体 太 的 全 法 向,( 否 则 
USE Vy, 2Tp'a( PERPA S. 为 作用 面 的 应 方 . 它 在 坐标 轴 上 
MRE DD Eaa Gerdu B 


TD)= Yee, , 
jmn 


z =i KARIER . 它 的 元 素 oy RRIT Dle, 为 外 法 向 的 
作 几 而 ; 地力 向 入 在 ej 方向 的 投影 : sa RAEAN auli Aj) fR 
HA. 
引 理 4 在 物体 内 任意 一 点 己 处 , 对 于 作 册 而 为 8 的 应 力 向 量 
F, (P) CI RRY . 
T*F.(P)=nG, (3.1) 
FI NM ZS AE RERE, nE TEM IBLSB3 FD In], 它 可 看 作 是 1X3 的 
HRE. BI! 
FY =gucosin, xi F Gacos(n, X) t ga cos(hn, Xa), 
FEP = GCs, xi) H TCOS(N, Lr) t Catos: Xs), 
F= gpcos( 下 ,和 由 十 GCCD8L Xt aptos, xi) 


证 明 aH- 24E-— 4" 38.33 JN UUIUk A BC D. 使 得 它 的 等 面 
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ES k PMA ER UI ZA A BCA Eè. W 512 = Amim iT E 
WEHL |AD |=4x:. | DB ]= dx, |CD |= dx. 
h FA Ji Hu o EPEA E EAS. PHIM K E yz]. A 
IEE RAA: ARABED A. MJE DE e W S SE EE: 
g =(s, (P) 
在 各 个 而 上 的 爱 广 情况 可 列表 于 下 : 


f s n] mI F St 
u EH a EE 外 外 站 ii 积 
TEx $H TEx {rail 
-一 | 
A ABS) n dS FT FE Fo 
A BCED —e. Ldxdx: — -fk o F 
ACHA 一 本: —-dx; das =- Tu 一 Fu — Taa 
A DAH E Ldxdx. — — G= — TT: 


1 
QScecoasfm X = ddxs, 


1 
dScos(n x)=; dridxs. (3.2) 


1 
dScosin, x d = z ds: 


H FERET F 8 25 pi a JBE 731054; 

JOSE AA E 
Fu Tis pa p F, = (3.3) 

EEFE TO p'a. T'uru fi: HI AI A BCE RAAE BU JÉ 
BCD.CDA8IDAB LAJKA n] Bz, 此 外 下 S SE TE tD VU Tu 
体 上 的 体力 , 它 是 | dx. | AREA ia. Ec JJ HITE 一 
B. 凡 此 可 以 忽略 估计 ， 

JERGA uy St JE N 


lx: dx: dxidxa x 


Feds = e +G 
2 2 2 


-IETS 


drdx: + dx idxs + dx: x; 


RY'dS= r... 9 Fis 9 Fis 2 3 
x ,Ax dxs dx dx: dxidx 
F; S= 2 x + Foa 2 - +. ° Z 


WBMHEA sr RANG.. E. 
3.3 Ei pIE I ICHA W JE EE o EJERE. 


引 理 5 Oj = G. G j=1,2.3). (3.4) 

证 上 明 考 虚 无穷 小 四 面体 4BCD, 并 斌 为 所 有 在 这 四 个 面 上 
的 应 力 都 集中 地 作用 于 它们 的 苗 心 .由 于 四 人 而 体 处 了 平衡 态 , 所 有 
必用 在 这 西 面体 的 外 为 对 斜 商 的 重心 己 的 合力 条 为 堆 . 以 同样 理由 
W REI DEDE, MAA 


F; XFn +T Xr] — T7 xr: +T” xr; =0, (3.5) 
其 中 
了 0 一 在 ， 
r, 一 一 > e.  (i=1,2,3) 
我 们 有 有 
, ded (x: 
Ti'xr,—— i dede y, e, x{ 一 5 le, 
l 
=p irder [ — peba Hes ] n 
同 理 


ñ I - _ 
T Xr, = dade: L Ta Ba, ae j, 


. l - 
人 Xda L ores Toece, ， 
将 它们 代 人 全 5), 立 好 得 到 
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1 
q dodade: {G2 Ty) e, +(Gu Tne: 十 (2 0e; J 


=0. 
MTA. 


$4. 守恒 #E 


I, aila. Bb a TEITI E qi a ae a 
"5. 由 此 出 发 建立 连 东 综 介质 力 芝 的 数学 模型 ， 


在 介质 中 任意 稚 取 - -ik V(t) =O. 考察 它 的 质量 ， 由 质量 守 
E, HII 


efi | Dr Xa x DD dyr= 0, 


Vi 


dt 
介质 的 密度 ,利用 引 理 2, 得 
JT àp yt op| jax= 0. 


Hiie | jh VD 的 任意 性 ， 即 得 连续 性 - 
dp 


3 
TF 
T 


rt p=0, (4.1) 
或 
e +(e: Vje (V :Wp=0. 
Hj 
+y (om 一 0 . (4.2) 
4.2 动量 守恒 律 


对 二 在 运动 中 的 众 贰 , 它 的 动 基 变化 迹 筹 开 所 有 作用 在 它 
069 


以 问 祥 的 方式 截取 小 块 Kb, 作用 在 它 上 而 的 外 用 有 两 类 
是 体力 F( 如 电力 )[ 旋 / 体 积 ;一 是 耐力 , 即 作用 于 Y( 四 的 边界 
QV(D 上 的 应 力 T"[ 力 / 商 积 ] .从 而 由 动量 守重 律 


d i vpàx= JH F dx 十 ji TAS, (4.3) 
d: vih Vin PRID 


利用 引 理 2 和 连续 性 方程 (4.1) 
a ij wax= [|| j [H2 +O polas 


= jil [to vpr ldx 


= [I ri 


此 外 ,由 表达 式 (3.1); 利用 Green 公 \ 式 


|| ras= | | noas 


` 
C V(O r k (y 


If V: o dx, 


Vtt) 


这 里 六 汶 1x 3 的 微分 代 子 抵 阵 ， 
将 它们 代入 (4.3), 并 由 VD 的 任意 性 , vilie a h EH 
FiY 6 . (4.4) 


OY el GEIRAR NR 8 Big & 的 内 能 ， 7 是 热流 密度 向 量 N BH 面 
各 ] , 龟 是 源 汇 强度 [ SHEH ] 
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从 而 寻 于 介质 内 任意 戴 取 的 小 走 Y 折 ,有 有 
H | J) > | x | *pdx + III epdx) 
= Ill Fndx+ Il TodS 一 I gndS+ III Qdx, 
vi evin CVN Fin (4.5) 
DK le TA A e VOR SMR 8]. 
和 用 引 理 2 和 连续 性 方程 (4.1) A A EF 2B(4.4), £ 
q 


> PT: 川 iv |°pdx 


-=> l | [tao pl (9 le 


` 
Li 


_ | Co: F+(Vo): vidx. (4.6) 


此 外 


ff T" pds = I (20 Jods 
tyin run 


= | V-( G vdx 


Vy 


= jfi [weya+5 D ]dx, 4D 


Win 


这 里 (Vo).(aw) 表 示 算 阵 乘 积 .sb 看 作 个 3x1 和 矩阵 :D 是 3x3 垂 


1: 


HED = (d). d; ==> (一 1] '213). 计 好 如 : D 3876: 
CY: 5 
. feg : D = > Ti di . 


[N S TIRA Ht HZ zÇ 
V-( = V — 


i—i Dan 
am í X; 


(GU: ) 


IFL- 


3 ⁄ Ë š DU; 
一 6 )u + 之 6; 
2 CX Ea > i CX: 


=(Voyos+ o: D, 
Wu(4.7) a b) E Ju pk az yk, h Greenżzyit 


JI grdS= (jr Vx. (4.8) 


er Yn 
将 (4.6) 一 (4.8) 代 人 (4.5) ,得 
pi p$ ax= i (o : D-Vg+Q)dx. 


vith FE 


h VOWERIE MEESJE 
p= o D —YV-g+@. (4.9) 


H ER EDRED a 3 Jy Fa si (4.4) si BE Et y (4.9 FE) nk. r 
连续 介质 力学 最 基本 的 方程 纪 , AOPA Bš aB E QH P MIES 
RUAD AHMEDA i AANER TEA ERA A HNA 
RAAR 6 Thr g EED e 因此 这 个 方程 组 并 不 封 
闭 .为 此 我 们 需要 在 不 同 假设 下 , 根据 具体 问题 的 不 同 特点 ,给 出 
一 些 相 容 性 定律 ,使 它 成 为 一 个 封闭 方程 组 . 


$5. 相 容 性 定律 和 数学 神 型 (流体 情形 ) 


5.1 不 可 压 理想 流体 运动 方程 组 


AAMUA KS RUS SA RE 
根据 这 个 假设 , 相对 运动 着 的 介质 , 在 它们 的 接触 面 上 , 只 有 垂直 
TETHER Np 而 没有 切身 摩 掠 力 .因此 对 于 不 可 压 理想 流 
体 , 我 们 有 


0 一 解数 ， (5.1) 
G; = po G, J— 1,28). (5.2) 
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把 它们 代入 方程 组 (4.D.(4. 信 . 吉 得 运动 方程 组 
有 -pp 一 小， (5.3) 
dz 
Tr =F—Vp. (5.4) 


一 个 市 四 个 未 知 数 p,z 利 四 个 方程 组 成 的 封闭 方程 时 1, EK 
Buler tesh . 


特 款 1 1 ARLI, BMe=0. HGD 
F—Vp=0. (5.5) 
EIH FE EJ e, J iá ig FG, 
FP = 00.02; . 
设 流 体 表 而 全 :一 人 的 压力 为 po 那么 和 和 分 (5.5) 式 ,得 


D=pD T pgx: . 


`: tgr 


” =0 FE rot >=0. (5.8) 
wr te. pa €. 
出 醒 等 式 
ov n= Vote X roty 
ATEGO RIJ N 
r: 1 a a 
o| an V |s|”— sex rote =F— Vp. 
ĉo 2 - 
出 息 设 (5.6), MEAE 
y le 2=F —Vp . (5.7) 
Pt 第 一 个 他 让 
ER £ U. N £ C H. K ` _ an £i Cuer ru 
(= u" Pr. I ) i | Da Fyn =i Fx. Tea ëX. (= Txe upa fi 
sye = -5 E LE, = E le! te Wn.. 
— u 1 CY 2 x 


Fdpluapua h] Eia Goih aet a EA 5 TE. 


"Ira. 


OS EER T Jy. e, ÆA id, EI 
F={0,0,—pg! . 
BH oh be gt, (6.7) J zÇ 


(É + gxs + )=0 ， 


RII 
LÉ atk. (5.8) 
2g pE 
这 就 十 著名 的 BermeIi 公 TAER EL iie. h5. EHHE A p. tt 
df Role? 
由 流体 是 无 旋 的 ,rotz 一 0 和 .因此 若 区 域 是 单 连通 的 , 那么 出 
Stokes T MAL EREE A Ai, IEH o, 使 得 


乡 一 一 Yop . (5.9) 
将 它 代 人 连续 性 方程 (5.3), 得 
—AvD=0, (5.10) 
Bho lélLaplace Jy 8209182 T WAE AET A 2 #& PF 
人 | aL (6.1) 


ed -一 ， 
2 | a TORRA E). 


5.3 不 可 压 粘 性 流体 运动 方程 组 


山 于 流体 存在 粘 件 , 流体 之 问 相 对 运动 趣 在 切 向 摩擦 ,因此 应 
ADEA 


earm, Cg 
(请 注意 ; vm H 
n 


G= —pó FG, — GLj=1,2,3). (5.19) 
EEE PEIEE PE A 
e 一 (er) o 
其 中 ' 
a = + (L j=1,2,3). (5.13) 
( x; CX: 


考虑 6 Je iR KEN Newtoni k . PREM A Hi 
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Eir TETERE YM 旋转 下 的 不 变性 若 , 对 Newton 流 体 
Gy = fie; +¿Ó; Vy GJ = 1,2,3) 
1 AERA EIRT BETE t . 


PLDA 3 y ERA 3-3 EE: MEAR of 
庄 时 的 连续 性 方程 (5.3). J ERRI 


(5.14) 


pe 一 中 一 Vp 十 kVe . 


(5.15) 
BJ] EV e Agi- T y Sk 39 
Č ~ Doy Gu Y E fọ OU2 ë fo Qua 
y ¿= 2 + +j + 
'=1 于 EX ( CXI ) CX: ( (xa Qi ) Exa OX CXL ) 


m2 站 -和 Agge ` 
C Dn © / Cpe CUs 
一 点 D 十 四 十 m | m +— 5) 
CXI a t 32 


CX CXI” 
一 Au 十 
一 Au . 
而 理 ， 
并 二 人 一 Am 
> r. Za = Aus. 
将 它们 代入 (5.15) 式 ,得 到 不 可 奈 粘性 流体 的 运动 方程 组 
Vv=0, 


(5.16) 


A =F— Vpt når. (5.17) 


这 是 个 包 舍 四 个 未 和 判 数 P.2 利 四 个 方程 式 的 封闭 
FEG.16). 6.1D Navier— Stokes J; JEA . 


方程 组 .大 们 


特 款 1 wk yka Qa 0 HRUE EE 
DE AT EA 2 RAEE FE 5 


Ep E 仓 小， 
1 wy 方程 (5.17) 可 简化 沪 


了， 


一 HA 十 VD 一 了 . (5.18) 
方程 组 (5.16).(5.19) 称 为 StokeR 方 程 纵 .” 
为 了 确定 (5.16). G5.18) 的 解 ,添加 演 界 条 件 .例如 
ol-n=0 (5.19) 
定理 1 定 解 问题 (5.161.(5.18).(5.19) 等 价 于 变 分 形式 ; 求 
ve V= Vws0, po 一 大 ,使 得 


pl | | Vv'Vwdz= | | JF-wax, WE V, (5.20) 
` p` G 
其 中 
Z p GÓ 
Ve Y = — >n — 
ova > CX Ox 


27 Y MEI se. R EA FB 31 EE, 
引 理 6 (De Rham 引 理 ) 设 名 是 有 界 单 连 和 通 并 区 域 ， 
Ff) 一 {ff f(x, (xy=(w xo xa. MTE 83, tig 
£=vp (5.21) 


BEURRE 


iÍ fwdx=0, — Ve V. (5.22) 


` 


a 
GREE: A TA ag E O 00 ee Bm. 如 广义 函数 空 
H. Sobolev EHF, TERERAA E P T ASE, p. ebia tt 
R EREA TANEH A REDEA BE Sep AERAR.) 
iwa ”必要 性 出 Green 公式 ,对 任意 zeV, 有 


ia 


Desk. w |-a=0, V: =0., 从 而 全 .22) 式 成 六， 
EF Resin ESsz} ;其 中 g(x) 是 任意 属于 
CLDR A R S 
m= rot g, 
ilw |o =0, X hV e =V:rot g=0, 因此 这 样 定义 的 多 必 属 二 
V. 
在 (5.322) 中 ,最 p 一 rot g 代 入 ,并 利用 Green 公 式 
f Frotgdxr= -jf | rot fgdr=0. 
` m o 
rm 1: CO OQ TEL, QR SSE, ARa (x) (1 2, DELATE, JR 
Ple eri. 立即 得 到 : 在 如 内 


rot f=0. 
由 于 如 是 单 连 通 区 域 ,因此 巾 StoEes 定 理 : 存在 bp 使 得 
f=Vp, 


即 全 .21; 式 成 站. 引 蝇 证 毕 . 

利用 De Rham3l 理 ,我 们 米 完 成 定理 1 的 证 明 . 

定理 1 的 证 明 ” 节 v.p 是 定 解 问题 (5.16).(5.18).(5.19) 的 解 ， 
Woe V.H we ÆA TEGIA m EO RRF 

—u [f | Avwdæ+ | | [vo nax- | [|F-wax, 
11 n . Q 

rHDe Rham R METEC, PETRA mwe OAE, a 
fH H Greeni. Ee l: =0, 立即 得 到 {5.207. 

Bz. ue VE (6.20) We. HH 充分 苑 滑 . 邦 么 由 Green 公 式 推 


得 
| | (A y -F)wdx=0 , Vana V. 
由 De Rham5 PRM IATER IE. (rr — p. lrt 
一 点 了 一 下 = —Vp. 
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因此 v.p 适 合 方程 组 (5.18), 他 于 适合 (5.16).(5.19) 由 由 u = VEE 
HEH. 

式 {5.20) $K W Stokes FERAE REER ) 拒 它 与 
W i Poisson A EM Dirichlet HRR 3 sË HEH = 8 A 229: 作 
为 Stokes 方 程 组 , p R -个 分 量 与 Poisson 方 得 的 解 适合 同样 的 
双 线 性 形式 , 所 不 同 的 只 是 在 允 洗 函数 类 TY 的 定义 中 多 加 了 个 
参 !| 束 条 件 wp 一 0. 

能 形式 5.20) 的 :个 重要 特点 在 于 : 把 求解 ?和 p 的 过 程 分 离 
了 , 把 求解 已 的 过 程 纳 人 了 一 个 与 棋 贺 方程 (组 ) 完 全 -化 的 变 分 杠 
架 来 处 理 , 这 碟 疑 是 十 分 有 利 的 .例如 .有 限 元 厅 法 就 可 以 被 考虑 用 
米 求解 Stokes Jr FEH. 

特 款 2 T HEE. TERRE F. Stokes H PHT LOR 
HES E Mi pR SZ Bi ERER RE. 

方程 (5.16), Bl 


ëD ñ 

QO xe 
HKH Stokes BB, 当众 为 单 连通 区 域 时 , 存在 单 值 可 微 函数 
六 (X12), 使 得 


(—u,)=0 . 


(5.23) 


BONUS Sk .而 出 方程 组 (5.18) 


3 
~uAv HEF, ， 
CXI 


A 
-pav t =F: . 
BPF S {F Fa JELA AA E a R x 和 x; 求 微 商 , 然后 相 减 
îi 
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把 (5.23) 代 入 ,得 
uA =F, (5.24) 
App P CP a 233340 3 (5.94) 为 了 确定 


_` CX PXI 
这 个 解 . 我 们 视 要 在 区 域名 的 边界 2 上 加 两 个 条 件 , 以 国人 豆 边 界 
Af, [Hz ko=0. ATEO E 


— =, 
CXI CX? 
RE 
að _ . 
ry (5.25) 
BAE | ,一 0 为 6Q 的 狐 长 参数 ). iy ko = A TA R 
常数 为 二 .上 有 
u ka = 0 ， (5.26) 


MT EA A SE e BU An] Hs kt FET K BJ E TB] e S ü tA S 
pixi Xz) 是 边 值 问题 (5.24) 一 (5.26) 的 解 . 
特 款 3 PESEE wo 速度 充分 小 , 那么 在 忽略 高 阶 小 量 
后 , Navier 一 Stokes 方 程 纪 (5.16).($.17) 简 化 为 
Vs=0, 


p n faAp 十 Yp 一 和 ， 
ë 


对 这 个 方程 组 考虑 混合 丫 题 : 


PXL: Xz X; D5 pa [X i, Kes Xs). xe, (OQ 


v lo=0. 
EER IT J LEST EE ERE hi E E zX: 
Ket. Dy, TE 
i) 对 固 息 志和 作为 的 图 烙 ,os V; 
" 179: 


iD 对 任意 we WV, 有 


ja 人 Y Vo Vw; a=] |a 
Hi) efx: D= rie). 
其 而 可 以 把 它 纳 和 人意 分 方法 的 框架 去 求 它 的 近似 解 . 


53 可 压缩 理想 气体 运动 方程 组 


ERE HRR BGE, AE PERIE P. i 
Ta = — bó; (L, J=1,2,3)}, 
q=, Q=0. 
JA H1(4.1). (4.4). (4.9) z BI 48 2i 


SE +p=0, (5.27) 


= ypi F, (5.28) 
p p 


TE — P (V:). . (5.29) 
p 


这 个 方程 组 并 不 封闭 , 它 有 人 六 个 末 知 函数 e,.p,p、zv, 但 只 有 五 个 方 
程 .为 此 我 们 要 增加 一 个 状态 方程 . 
假设 所 考虑 的 流体 是 完全 气体 
p=RpT (5.80) 
再 是 气体 常数 , 是 热力 学 温度 , 式 (5.30) 称 为 状态 去 妹 , 
对 大 多 数 气体 来 说 


e=ev, T, (8.315 
cr 是 定 容 比 热 . 显然 {5.27) 一 (5.31) 构 成 -- 个 封闭 方程 组 .下 面 我 们 
对 它 作 进一步 简化 . 
忽 咯 热传导 的 完全 气体 称 为 理想 气体 .对 于 理想 气体 能 重 方 
程 (5.29) 可 改写 为 
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dt p dt 
考 虚 到 (5.30)、(5.31), 
a RT dp 
uD a 
pr, 则 有 
d 
nT Enr }=0. 
4E 
S=c,1n T+ Rlnr+ So. (5.32) 
Sot BE is sf IK ph sa E E P, Au BE s r F8(5.29yaj iF SN 
dS | 
aa (5.33) 


SERA hi . 式 (5.33) 表 示 对 于 理想 气体 每 个 流体 质点 在 运动 过 程 中 '， 
录 巧 不 变 的 . 即 理想 气体 的 可 于 缩 流 必 是 等 炉 流 . 
在 引入 了 嵩 函 数 以 后 ,状态 方程 6,30) 可 改写 为 


a 


p=Rp e e = 
=C(S. Sp , (5.34) 


CS,SI=Re » CSa, S)= R. 
7 称 为 气体 常数 .1 << sa ALR y= 1.4. 
对 PRS K. Hi5., TLS— S. lir ma BARE Jy 12 


p= Rp ， (5.35) 
把 合 .35) 代 人 (5.28). 得 
de R; .1 
Vp + FF. 5.36 
dt DT tG (5.36) 
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(5.27) (5.36) PAAR Y TJ EBR PERCI sh ys, 它 是 一 -个 包 


洛 网 个 末 知 函数 pz 和 四 个 产程 的 封闭 方程 组 . 


播 . 设 在 扰动 发 牛 前 空气 处 于 琢 


PEP ppo v= 
Po: po 是 常数 .外 力 玉 一 小 空气 元 受 护 时 的 状 志 为 
p=p hpa pp tp vu. 


其 中 
He ， H | [b 1. 
将 它们 代入 个 .27).(5.36) 得 


öte T pi) 


pr +z r V(O, 十 po 十 (Di 十 PoY， #1 =0, 


tv. Vo tR + po Vp p= . 


考虑 到 (5.37).{5.38), 路 去 高 阶 小 晤 ,得 


A 
É: 


ë 


(5.37) 


(5.38) 


将 上 述 两 个 方程 分 别 对 t 和 x 求 微 商 , 即 对 第 人 对 
[a 


第 一 个 方程 作用 PhV. 然 后 相 减 得 到 


Op a 
ap 一 ?有 站 Ap 50. 
d 
fan) Ro , j RAER JE Ë 
2 P: “Api =. 
èt 


Hip i 26 8 3 Jr EE, ade E 
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(5.39) 


对 方程 (5.39) 可 以 提 Cauchy 问 题 和 混合 疝 题 .以 Cauchy 问 题 
为 合 , 即 在 初始 时 刻 沉 要 给 定 
mix 0) = py (x), 
P vxeR’ 
二 POPll . 


特 款 2 PR SSE CON. 
AE OE Sy RKE FOR- 3). 
AAE, GURE VO EA 2 O 

A, ut AATE sin Ur? 

AE SO R BU. fk SE W ES =H, [li 
(5.27). (5.36) = 0), 描写 上 述 物理 过 种 
BJ 3 a AI T: 


=== (F) 


+ ee a o, (5.40) 
CX x 


+t Ryp =0. (5.41) 
CE ü 


Bg 


2 
?一 工 
利用 这 个 微分 等 式 ,(5.40).05.41 可 以 简化 为 
2 Qa 2 ¿a Cv 


+— uv +a. (5.42) 
í CX CE 


7 一 ŝi 


w v 0. (5.43) 
把 (5.42).(5.43) 两 式 相 加 ,得 
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{v+ 2 ajeta (ut j=0, 


ë : 
t> y 1 


Ç8(05.42). (5.433083 H 088. 得 
Gf 2 Ë C f 2 
mT Te 钱包 aju — =. 


由 - : 阶 偏 微分 方程 的 特征 理论 知 : 方程 组 (5.42),(5.43) 存 在 两 条 特 
征 线 


dx - 
di =u+a. (5.44) 
沿 着 这 两 条 特征 线 
vt Zanik. (5.45) 
HFR A e A, E H 2) 
D (z,0)=0, (5.46) 
alax, 0) = a - 
在 边界 x 二 | ViDatt 
v= V). (5.47) 
JEE E A in EJE CK K. Man 
2 aa 
Vos -1 


那么 我 们 可 以 出 特 宇 线 法 来 求 通 , 则 利用 特征 线 方 程 (5.44) 以 及 给 
定 在 特征 线 了 上 的 特征 关系 式 15.4517 去 求 得 定 解 问题 (5.42)、 
(5.43).(5.46),{5.47) 的 解 的 表达 式 . 

5.4 渗流 问题 

PLEI LKA pha qL rita, 这 是 -个 十 分 复杂 的 系统 . 
但 对 于 大 多 数 问 题 米 说 人 和 们 关心 的 量 想 流动 的 守 观 性 质 , 因此 从 
微观 上 去 人 研究 流体 在 符 个 筷 辽 中 的 流动 , -: 般 来 说 既 无 必要 也 无 
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FT 


可 能 .在 浴 流 力学 这 种 从 微观 (个 期 扎 际 中 的 流动 ) 介 宏观 { 连 续 体 ) 
的 过 渡 是 借助 于 引进 礼 陈 度 这 个 宏观 物理 荣 来 实现 的 ， 

IREE ASPRA ZO 理解 为 一 个 以 P 为 质心 的 体积 AV 与 
其 中 蕊 辽 的 体积 AY ' Z EET IM BH 


AV 
$ (P=lim 


AV 
设 AA 为 包含 以 P 的 截面 积 , 流体 通过 AA 的 流量 为 Ag, MP 
处 流体 于 共 速度 的 大 小 为 
* —— Aq 
PA AAA ` 


为 了 和 便于 人 赋 究 , A 6 BAINA BAUS y. BHS ZE mp 
满 着 全 部 介质 和 孔隙 所 占有 的 空间 , 而 通过 任意 截面 的 流量 假定 
从 保持 原来 的 实际 流量 不 变 , 这 样 可 以 与 通常 岛 体力 学 一 样 定义 速 
度 D ,这 个 速度 我 们 称 为 渗流 速度 .因此 对 于 固定 截 而 米 说 (如 不 计 
极限 过 程 ), 平均 速度 的 大 小 ws ERER A o ERK 

$u =u. 
HARI RARA E tp hA 12 Bg JE kiss r BE, 有 以 

TAWE: 

1° Efa FR dr dx,dx; 中 , 流体 的 质量 是 史 pdzl dradzs. 
即 它 只 占有 了 和 孔 队 的 体积 

2° 市 上 多孔 介质 的 存在 ,流体 企 运 动 中 受到 很 人 阻力 F, E 
的 太 小 与 流体 的 粘性 g 和 流速 s 成 正比 , 市 它 的 并 向 恰 与 流动 方向 
+R. Rp 


五 ,一 一 v. (5.48) 
k 是 AMERS EK, EJE, 人们 称 它 为 滩 流 率 , CH 
介质 有 闫 .如 果 介 质 是 均 名 的 .各 向 问 性 的 ,那么 kh 是 正常 数 . 
3° 在 流体 的 运动 过 程 中 ， ERIE ES HHF, 相 比 是 一 
个 小 量 , 可 以 忽略 不 计 - 
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根据 以 上 三 点 , 由 盾 量 守恒 律 和 动量 守恒 律 (类 似 于 (4.1). 
妇 ,4) 的 推导 ) 妈 得 


A 
$E +V- (po)=0. (5.49) 
t: 
V-o +F, +F, =0, (5.50) 
这 里 FF, A A7 en uji F. M 
F, — pge, (5.51) 
将 (5.573).(5.48) 代 人 方程 (5.50), HRE 
Fi = — på, ' 


5 是 讨 力 ,那么 (5.50) 转 化 为 


Vp— pge. jw, 
RH 
p=- Vp+pge:]. (5.595 
ATREA Daryk CEB WIEME EREE AEN 
作用 . 
把 (5.5 咏 代入 连续 性 方程 (5.49), 得 


svip [ Vp+pge l )=0. (5.53) 

这 个 方程 包 括 两 个 未 知 函 数 p,P, 它 并 不 封 所 , 为 此 常 要 根据 所 考 
碟 问 题 的 不 同 特性 ,增加 一 个 状态 方程 ,使 它 封闭 . 

特 款 1 流体 不 可 上 夸 . 妈 假定 流体 是 刚性 的 ,p= 常数 ,那么 


由 (5.53) 式 ,得 
—v-(kVp)= 0. (5.54) 
若 & 二 常数 , 即 得 
一 Ap 一 0. 
办 此 它 是 一 个 本 图 型 方程 .为 了 峭 定 这 个 解 ,我 们 需要 附加 边界 条 件 
D|; o= Pa (供水 情形 }， (5.55)" 
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Te ih A= Te 


ihti 


v- B|. = 0 HAIE). 


|+ pgeos(n.2)| .=0. (5.55)" 
ên | 


在 流 动 是 水 平 交 , 则 叮 以 忽略 重力 的 影响 ,把 它 下 成 是 个 一 
维 问 题 米 处 嵌 , 此 [时 封闭 信和 形 的 边界 条 件 将 简化 为 


P | =0. (5.55) 
Cn ù 
特 款 2 Eu MEIRA IEAA. HH H: 88 3. R b sacre. 即 状态 方程 
p= p(py, CEA 
d; f 
~= cdp. (5.56) 
i 
利用 (全 .56)， IIGS HEA 
cp ~—V (pVp)—cg 7 (kp =0. (5.57) 
E G 


Zi ARESA m 23 88 E A Ra, AET Ri, KRAH 
F APAGA 4k ARETAN E 


g s: —Ap=0, (5.58) 
t: 
其 中 
aa EÊ 
k 
HPT EIE ELE ipe rato sa y Hii. 几 此 大 们 乐于 


FIE 7 pt A REAR. MANE GSD AN EEREN 
FEG.56) M Iñ) fi 
op 


Ct 
因为 ec< 生 1. 可以 认为 上 式 无 痕 第 一 上 要 比 第 二 项 大 得 区, tr g = 


` I87> 


a TE —Ap= e Vp? —0. 


第 二 项 ,得 


a 2 —Ap—0, (5.59) 
CE 


Hip e AREA AE. 
对 于 全 .59) 除 了 需要 举 如 边界 条 件 (和 .55)7 或 (5.55 六 外 ,还 要 给 
定 奶 始 条 件 
pix 0)=po(x), xe (2. 


特 款 3 “t 
完全 气体 的 状态 方程 由 Boxlg 和 Gay — Lussac fe A ih: 
p= RnT'. 
EI El a: SE ka BJ , 则 我 们 有 状态 上 方程 
p= zp (x= RD). {5.60) 


将 它 代入 6.53) 式 , 假 湾 & 二 常数 , 即 得 


a E — Ap? =0, (5.61) 


其 中 必 一 
和 有 


到 0， 一 一 -个 , 如 果 忽 咯 重力 影响 , 考 谍 平面 问题 . 则 


2 一 


{5.610 
方程 (5.6D 和 (5.61) 都 是 拟 线性 娆 化 抛物 型 方程 . 它 与 通常 抛物 型 


方程 一 样 ,可 以 提 Cauchy 问 题 和 混合 问题 . 
让 一 般 情形 ,状态 方程 (5.60) 可 改变 为 


p= zp: (1 =< c). 
这 样 ,相应 的 气体 渗流 的 平 而 问题 有 形式 
Paia =o. (5.62) 
& 


在 数学 上 ,人 们 通常 把 方程 (5.61)、(5.61)' 和 (5.62) 称 为 渗流 方程 . 


了 


5.5 热传导 问题 


AALP E AiE EII E Eo FIE Hpit Navier-Stokes 
I FEG 16) (5.17. rh PAE Newton 流 体 
m, = Dü. T ne, + Aó. Vp 
(e, WE X DL(5.13)). EEA a E Et E yE 5.16) I ST. BE St Jr 38 
(4. 久 中 的 项 gg : DI [l r jN 


将 蕊 代入 能 呆 方 程 (4.9), 得 
£= H È êk PU: y 
r +Q. 5.62 
Pq veto > À a ay j +g (5.63) 
HTA Esie Navier Stokes JEREJ, 因此 可 以 让 为 是 
纪 知 的 . 们 方程 (5.63) 中 e.gq 部 是 木 知 呈 , 藉 此 它 仍然 不 是 封闭 的 ， 
RIE Foucier ttt, 


q4=—RVT, (5.64) 
这 里 上 尼 热 传导 系数 ,中 温度 .而 出 热力 学 定律 


e 一 er 人， (5.65) 
cotie A EEA JE(5.64). (5.65) A (6.634385 TE a Pk n BE w Jr 
peu Í +t VT|=V EVDE Ey [ + j+Q. 6.66) 


i perle TEK JA ELVET FEA Ae EG 散 项 )， 
uč f CU | ČU ve at 
2 之 Pa Bx 你 为 KERRI. Qie HEGTE RE. 


(5.660) A A ETA AAAA M Si R 3 Y Hare yx 
The. FRAI TE 2 E 8 3 PE 


Tx, x. xa 0)= Toxi X, Xs) 
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和 边界 条 任 
T' |o= p(X Xa Xa D), DAIT. 
i = rt 
(+7) | = pl ta Xs O. 0<te<T, 


六 为 6 只 的 外 法 向 ,x 疡 0. 
特 款 1 若 z==0. 册 (5.66) 得 到 通常 的 热传导 方程 


pcv a Vane (8.67) 


若 在 长 时 间 以 后 ,热传导 过 程 柱 于 稳定 ， meZ T 一 0. 从 而 由 (5.67) 得 


EE REUE TA E 
-VRY T) = Q. 
这 是 -个 椭圆 型 方程 ,对 它 只 需 给 边 异 条 件 . 
特 款 2 考 虚 一 根 地 在 地 下 的 很 长 的 贺 形 管道 .流体 在 管 族 
大 顺 着 管 长 方向 (z 方 向 ) 以 等 速度 we 流动 , 假设 管道 四 周 受 热情 况 
丁 同 . 问 流体 的 温度 如 何尝 化 2 
这 基 一 个 轴 对 称 问 题 .假设 流体 的 TAR Eh ab W 21. B Z, 
H(5.66)31 AE DE RA T 
as : a ST 
cp 人 (ton a x Jt z ' 
HAHAE rila pade pa TAS aE 则 7 适 台 本 网 型 /各 
oT _ h < í ET T 
cp as r ar ar àz 
外 于 管 长 三 比 管 径 召 大 得 和 多, 为 了 进一步 简化 了 上述 方程 ,把 方 
程 (5.68) 规 范 化 ,引进 无 最 纲 长 度 


(5.68) 


AMARGI A 
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HL TT 
CPD a R rir ĉr? L ñd 
内 为 
Ll 
R° L 


RR: MAGE RERE LEL rr z r g K 92. AEAEE 
Z Ful RETI PEB pu T JA t r B0(5.68yn] a kr 28 
rp 二 k è (r ĉr) 
这 是 AWE EET ma feEr= RLAR Eth H 
HEE AR — iz = 0i E 3 F 
T(r.0)= pir) Uara R 
WS B A EEA EAE UE a MA E T. 


5.6 激 波 和 相 变 


在 凸 而 各 节 所 建立 的 模型 中 .我们 总 假定 所 有 未 知 函 数 都 是 
倪 分 演说 的 .但 从 物理 上 讲 , 让 某 些 情 如 下 ,这 种 假定 十 不 对 的 .以 
5.3 诺 特 球 2 的 一 维 不 定 带 流 为 例 , 假如 半 无 究 长 管子 一端 的 活塞 
不 是 作 抽 出 运 动 , 而 是 在 相反 方向 作 庄 红 运 动 , 那么 符 内 的 守 体 运 
动 必 产生 冲 泗 小, 从 波 前 到 波 后 , l dip. 密度 p 和 速度 2 产生 阿 断 . 
W PS. 这 种 症 激 波 的 存在 个 二 了 作为 未 知 国 煞 p.p.b 的 连续 性 假 
设 . 此 外 对 于 热传导 问题 , 如 果 出 于 瀑 度 的 变化 使 物体 发 生 妇 恋 ， 
例如 从 水 生成 冰 , 从 钢水 变 成 钢 镍 等 , 则 在 相 变 过 程 中 物体 吸 
收 ( 或 放出 ) 潜 热 . 因此 , 在 相 截 面 两 侧 , di E E A E EYT 
不 可 能 是 连续 的 , 这 样 也 就 破坏 了 在 热传导 方程 中 作为 木 知 函数 
的 温度 7 了 的 连续 ,可 微 性 .但 起 在 任何 情 瞄 下 ,守重 律 作为 物体 运动 
的 藻 明 规律 必须 遵循 . 

以 一 维 可 卜 缩 气 体 不 十 常 运动 为 便 , 措 写 这 个 运动 的 方程 组 
由 55.27) (5.29) Hi, B| 


r Cros er: 


L 


~ 191 ` 


p čp Ëv 
一 一 十 出 十 0 一 一 一 0， 
ët ax P Px 


fOD u $J 
{= ( jE 


+u 
Pa ox 


p (E +o -+ 二 =0. 
MRa E A ERTES OE (Z BL (4.4). (4.9) RE SF, 可 以 知道 直 守 
民 律 排 得 的 它们 的 原始 形式 是 


Lp PD 
Ps A Ü, (5.69) 
Lpo) + (5.70) 
vt 
t+ ， ë 1 
put (peu +—pu` +pu)=0. (5.71) 
2 GX 2 
EIE kART JERI R A EEn = t. 
Fri — WPJ E J AR ao r E A FER: 
EP < oP 
P. 十 之 a Eo (5.72) 


REP. P ü=1,2,-- ,及 天 都 是 出 自 变量 和 未 知 函 数组 成 的 栈 
数 式 . 利 用 Green 公式 ,我 们 可 以 写 出 它 的 霸 形 式 . 

ROEE x 空间 的 区 域 , ps Cr (2, 则 在 方程 人 6.73) ARA 
@, 并 在 人 2 上 求 积分 ,那么 由 Green 公式 即 得 


MG 2e +Y P, 2 人 )a<ar+ | || Peara-o (5.73) 
f+ l 


按照 通常 Nak iL as aa 
A 把 对 于 任意 osCVTCD 适 合 G5.73) 的 解 称 为 方程 65.7 人 的 续 解 . 

容易 知道 , P. P, (i=1.2,-- 7) 下 在 如 内 连续 可 徽 , EZ 
(5.72) 了 (5.73) 是 等 价 的 .如 桌 它 们 在 吕 内 存在 间断 , AN H RE 
hij: 从 {5.73) 式 可 以 获得 什么 新 的 信心? 
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引 理 7 PCO g BER, P. P: (二 1,2,…, 风 以 友 
Fü: OT AET e Er MAEAEA RE MA QA U. 方程 
5.7 成 并 ,在 在 厂 才 有 


[P] costr. 5 +Y [P. ] costin, x; )= 0. (5.74) 


Hp LP] sP, —P-HPIT HAE ARIZ, a B ERA o. 
证 明 出 (5.73) 太 gqg 的 任意 性 , PTEI (5.72 8 z. F I 
HEB (5 TAk. 
Pen, EPP, M ts bg h PRB c O, TEL JE BA 2 W H 
BAB (5.73) rR r oe C; (By, WI 


| | New) + C- 2 oE +y lt Fo axa: 


B+ 


(< 


rw Sao ets 


(i 


= (). 
FPHGreen tik (5.721821 


+ A )+ Fo dxdt 


| | EP, —P-)cos{n. D+ (P. — P, )eostn, x: ) ] ods 

=0, 
fw 的 任意 性 知 (5.74) 成 六 ,中 理 证 毕 

例 1 激 波 . 

正 刘 调节 述 ,在 基 些 情 注 下 .气体 在 运动 中 各 有 关 晤 (速度 、 标 
力 、 窗 度 等 ) 的 连续 性 会 得 受 破 坏 , 且 这 种 破坏 是 发 全 在 其 些 曲 
zk (或 则 面 ) 上 .所 论 的 若 通 过 曲线 (或 曲面) 前 后 都 有 有著 空 . 1 HR 
禾 { 曲 面 ) 称 为 问 断 线 ( 有 .没有 物质 流通 过 的 间断 线 { 而 ) 称 为 切 向 
间断 ,有 物质 流通 过 的 间断 线 ( 耐 ) 称 为 激 波 (shock wave). 

各 Hopf 方程 


) 
| Jey. top dedi=0, YeeCTCD)， (5.76) 
K: 


£ uB] BI H SETIEN 上 


- 1 
Tu] cosin, DEF [a] cosin. x)=0. (5.77) 


FT: x=) WET L 
h'(0— Gn +u-). (5.78) 


EAA. 558 BU la] AS 86 EBER 05 , EER R E 5 E Jul 
断 线 两 侧 的 极限 值 必须 满足 关系 式 (5.79), 我 们 称 它 为 问 断 条 件 或 
省 Rankine — Hugoniotk RA. EFFE B |- 08 S NE: 在 间 斯 线 
上 对 这 个 物 里 过程 起 制约 作用 的 守恒 律 依然 正确 . 

B. —BFh5 TE. A RG. 69—65. zÑ, Ar: x= h(t)25 B] BN 2E , HI 


Ai Aaf 1 
Tp HY 0, Qu, 
Ct tx (5.69)” 
[p] h'(y— pu] 一 0， r; 
; a 
Cu 十 £ (pu p)=0, Œr. 
ĉr ax (5.70) 
[nu] h'(b— Lov tp] =0, r: 


i l ， E, 1 
-pet pu) H pevt pr +p) OT: 
rE 2 Cx 2 j 
1 1 (5.71)7 

L pet pu, ] 正人 (站 一 - pevt pe? +pv ] =0. r. 

BI 2 Æ. 

大 家 知道 ,在 无 源 汇 的 情况 下 , 物体 内 热量 的 传递 引起 内 

能 ( 答 ) 的 变化 .但 它 永 远 符 合 沾 抽 律 ; 
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Hopelik ta. gR E. uE Fourier K a fE 
qoo Vu. 
uE. iA Te ER TS T a BS 150 RE TE s ME 
e5u-t L: H(u), 


LA, Ha Heaviside Br, B 
Í 1. u>. 
HW [0.1:. w=0. 
. Ü, u=). 


出 peitu ul Bed £t, Eu > A (5.79). EFE 8 re. u ft 
Tark FRL FAN: 


| | 
t! 
其 让 名 = 人 x OT]. QA FI. 

(5.808833 A E h EIE Eak FEN EAA SER 2 3:15 
APEH AS aJ EPEA Iik TE IA. 

T uI E (5.80) 2 FE E RI MTR FF. IE TA A E E Do ET 
EE. 

GQ 2 K E Q PKD AARRE t uo IRA K E ET ik 
Wk. HASLER. Q AGH. EPRI Yu 在 一 1 全 人 多 别 存 机 在 石 被 
PL Cru AAE u] 808 35 e MEQ, 内 


CH. 


(eo, ~ Vi Vodrdyd:=0. Pet (QO), (5.80) 


- Au; =0, 


rt 
HTE 1. H O EET HI 
[ e(u i) elu) ] cosin. t) 
r Cu Ho Ču. U . 
一 全 :一 £ “eosin. x): +H = — eosin y). 
` ix Ex YY ry 2 


PLP u= $ (x. y). A 


-i g ` 


一 l, m r = - 
Jit 1 dx y 


RA FR. WATE 
—Vu Vý 十 WE V $ = L. 
又 在 厂 上 显然 有 


u5 u = 0. 


(5.81) 


(5.82) 


RIK AEE O Stefan IE. 6.8D RKA Stefan s k, 
它 的 一 维 形式 是 Stefan 在 1889 年 首先 提出 来 的 . HRI EA 


自 让 过 媒 ,(5.81) 和 (5.82) 称 为 各 由 边界 每 件 . 


$6. 相 容 性 定律 和 数学 模型 (固体 情形 ) 


6.1 弹性 体 的 平衡 与 振动 


EJE Joh Ye E LHR F 
d> Ôv e (2 ë = 
dt & t'eti êr’ 


是 位 移 , 从 而 运动 方程 组 为 


X 


PV o TMG 
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(6.1) 


mE E È Fi 
=— Ü 0 — Ü — 
CXI CX: n.) G; 
i j č š fas 
= | 0 一 0 — o 0 
CXL iX CXS 他 12 
ë ii 0 G 23 
0 0 7 Ü = 
I CX CK CXI Ta 
= Ə'" s. 


j a 6 XIM TET OECL(P.13), 6 A6 > 158 PE 


` ma 卫 


世 运 sü yl :2B (6. DUJ A 


p Ta = ə" ç +F., (6.3) 
i 
5 e E G juh 2 R, Je 138 Y TPA. 
HERE, KAAI EUDE TER P B 
y 5. —J k E R ht h Hookes Si tB ñ, BI 


LE Young [GE hr. 
ESIET IE. an 8 A k gn. |] uh PE KAS s ini pf 5i 
Eep peii p y 38 Re 48 u 


Hi — I Feo T gah 
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l 
2 一 人 150 二 52 055), 


1 
gÍ ==——(— Yai vo RF Gss); 


E 


(6.4) 


ik in0<v<— HH Poisson ie 它 在 物理 上 表示 : 纵向 拉 伸 形变 


和 由 此 引起 的 横 问 的 收 第 形变 的 比值 ， 
紫外 由 弹性 理论 知 ,对 前 应 力 一 前 应 释 有 关系 


1 o; L: 
yy oa” (=1,2,8; iZ), 


GHA SLO E, 


从 方 


—H 


agd (6.5 R ih a, (i j= 1,2.3) 我 们 有 
o =D. 

其 中 名 的 定义 见 2 的 2.4 段 . 

2+2G 2 2 


4 iT2G Á () 


vE 
位 十 人 一 2 ` 


50<v< 8, MMED kad BOE: 


拒 (6.8) 与 (2.12) 结 合 在 一 起 ,得 要 应 力 一 -位 移 关 系 式 : 


G=BD ĝu. 
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` (6.5) 


(6.6) 


(6.7) 


(6.8) 


(6.9) 


将 它 代 人 方程 (6.9), 中 得 弹性 振动 方程 组 


p Tu = a'D dutF. (6.10) 
为 了 傅 定 这 个 解 ,我 们 需要 在 PC | 给 定 边 界 条 件 
u= (tB 2128 F). (8.11) 
或 出 人 3.1) 
“a| =P (太志 边界 条 件 )， 
gji 
TD J uk =P ua 
Maha, HEXER. E kE HI 582 -RR 
costa. x; M38109, BI 
m cos(a. x.) 0 0 
0 COS(N, X:) Ü 
0 0 cos. xa) 
d. = COS(m, Xo) cosan, x) 0 ` (5.13) 
| 0 COSIN: Xs} cos(n.xX:) 
costn, x;) 0 cos(n, x) 


FÉS OEA E E a S El 
th= T =x). XE Q. 
can = (x), xe (2. 
Ap 


FARRS EE S. MRU E. 


x 


则 弹性 体 的 平衡 方程 组 为 
一 07Dan=r ， TQR. (6.14) 
在 FF 适合 形似 (6.11) 或 (6.12) 的 边 异 条 件 . 


“799 - 


PFE II Sr(6.14)B9 89 JE sË(B 352 2 zü). 
考虑 一 个 止 半 男 定 的 弹性 体 , tes y EIDEN F BJ Es ia] 
a P NERE E Baloia A A eR (6.14 AA 3: EE (6.11)CE rh 
-0) 
设 W 让 一 个 秆 是 了 清 数 集合 
W= {gl 一身. 
以 meE 环 点 滋 方 程 (6.14 两 庄 , 并 在 马上 求 积分 ,注意 到 Green 表达 式 


一 | | 0 4) wdx 


“lew Dowar— { 日， m= D(a, uds, (6.15) 


F ha, 的 定义 见 (6 13). 0 F) 0. 从 而 出 方程 组 (8.14) 邮 得 
lI (0sy'D(aaydz= | | | F-wdx. (6.16) 
Q D” 


AE EGIA 6.1 1XP =a EE: 

求 xe 研 ,使 得 对 十 任意 we WERE G6. 

mi. 我 们 利用 Green 公 式 (6.15) 可 以 写 出 边 值 问题 (6.14)、 
(612) Bn J zÇ. 

任何 弹性 体 都 是 空间 物体 . 作用 在 它 上 和 有 的 各 种 人 外力- MA 
ME as [n] J 8. HE, PAR Hj, 所 有 弹性 体 的 些 形 问题 者 是 空间 问 
题 .但 是 . IERTE AT REAR 承受 的 外 有力 水 有 特定 的 分 布 ， 
那么 一 最 来 说 , 就 有 可 能 把 空间 问题 近 榴 地 看 成 半 面 间 题 来 姓 理 . 
显然 这 样 做 将 大 大 简化 我 们 的 计算 量 , 以 下 我 们 介绍 三 种 简 信 模 
者 ， 平 抽 应力 问题 ,于 而 应 空间 题 种 板 的 窒 昌 问题 . 


62 平面 应 力 和 平面 应 变 问 题 


一 ， 平面 应 力 问题 ， 
几何 特点 : 弹性 体 是 -AR R R Ra tK. Bb g Ea T K 
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布 宽 归 小 得 多 . 

物理 特点 : 所 有 作用 于 这 墙 体 的 外 力 都 平行 了 墙 体 平 面 , E. 
FITEN EKAA. 

ike: RRRA PE FE A 8], S BE h. E0. 根据 假设 


. . h 
BIR 00 # ix, = + 全 不 要 外 力 散在 x 一 +” 1 
gas == G is Gss = (). (6.17) 


HFE R. 鸯 此 可 以 认为 在 域 本 内 的 而 有 点 上 ,上 式 成 立 . 因 而 
在 墙 体 内 部 只 有 平行 于 xx 平面 的 二 个 应 力 分 量 cl.eass at 不 为 
F. HARRA H EET ITTIA A, 我们 称 
E APE T A RA. 
ATIRE RETEA AA Bai a ias aza DA REA FIREA 
WEDI REA ETE GAAN, BE E REx x. E PE. I -x E 
W m t Hookes EGA 06. 的 以 及 (6.17) 得 


% = Yag = Ü. 


1 
Es = P voi 22), (6.18) 
El =p 1 | - 
52 一 p vO: o); (6.19) 
_ 
z G gia 


关系 式 (6.1 约 表示 : XJ ERA PA Pi, JE] 0 EBE Jy In 44 IE 
MELDE E REN O Fass Fz 得 
. 201: 


fi L t2G 21 Ü 


. =- £: — 
Í Gog = PA L = 2G Ü | | Ë | : 
一 t 


Fiz Ü Ü G i 


EHG A EBELE ILIG.6)). 
p= E. (6.20) 
工 一 1 
as j FA fr EZ [u] HL, Ma = ue Tue... m H = 运动 Jr ar 
ODEPA r E. aie r i 5 FH 


2 
ct H 


0 = 日, 也， Om FË. (6.21) 
ë 


ZPF = fete >. 


r 07 Th+2G A 0 
CX] 
B5 0 E i . D... = | 41 4 t 2G 0 : 
¿NK | 
| ki -一 0 Ü G | 
Xa iYi 


ai Jey fajt, rH: polie =0, Ki 


— 8: D. Oem =F... (6.225 
AANA YE 368 R PRT PE AE E 209893 k BWA: E 2). 
二 、 平 面 应 变 问题 . 
此 休 特点 : APEE ie PAM E E EA UE. 
PPR SE PEATE ERARE IE LAI Ah A -EA E TEI AHE R) 
YT. n PA 
te AA rael. 到 根据 假设 ， EARED AA PEI piis 
E EIEE Sr e B jx EU. 11 tai. ri 43. NEA 
ERES KAS DICIR AERE DDE SIIN. Be, DIR 
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Fus 0, Hin 5t {xi Xo) u = u (x i, xa). BIE 11 E o. In (Che 

HETDIS ATEREA EJE I E i IH p — ri X 35 zK(2.13) 1 
gam, y. =Ü, l, =Ü. 

把 它们 代入 Heoke 定 律 (6.7), 竺 


G= r= 0, 


Gar = v(6 ui T oso) (6.29) 
和 
-T ¿+2G 2 Ü £| 一 
| Tay = Pa A+IG Ü | | Eo ` (6.24) 
[ Fa Ü Ü G - L. yi 一 


Hop IIE LE 6.9) i 62A AAR: AT O e 8. Ej ea 
iñi LEZA AEN TAERE aa AIE ER A-on] 
Fm ile i. To Fi. 

MITO IP J DE E OA A eum. (li sh Ar PzH 
(EDES g 48 A ER Aa 2 R A. 2A 可 以 得 天 玉生 二 的 
GERY o) rasu T A EH 


p S = TD. ĝus +F. (6.25) 
Haji 
+2G 9} 0., 
D. = | ; ;+2G O 
> Ü D G 
hioa] POETER ds u] g HJ | A We gI| 80 E J 55 HZ sN. n in 


WB: u 在 Pia M JII] Ce TK St] ue pg r WE 
D. aD pij JO 85 2 EIDA {fi < afsp. HAGAR L E‘ 全 - -FET Y). 


68 板 的 弯曲 问题 


Meggi JLA h: H SR A LA OFE, iE hi. - 
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RIE 
p gs 


HS 


块 很 薄 的 平板 , 即 厚 度 严 相对 于 板 的 长 和 宽 芝 小 得 多 . 

物 昌 特点 : 平板 的 二 下 表面 不 受 力 , PERIE RA 
面 的 外 为 (体力 ) 的 作用 ,使 半 概 发 生 弯 遇 . 它 的 挠 麻 ( 即 垂直 方向 的 
PEET E MEER R Y OURE EPRE T). 

BRE 25 BHH ERITI P A OT AREE E BD Ar Ees 
EE FIRB. BREE 2: 故 认 为 在 中 面 上 , 6rxi. Xs 并 向 上 的 
HEARE. Bi 


L (X, r £go O= uX Xar 0)=0, 


从 而 出 Taylor 尾 式 , 在 平板 内 部 


村 (人 一 ° Gn x: HOR), 


x (6.26) 
Wal Xi Ers risar F = G, X>. 9100). 
而 法 向 位 移 
tah X... Kor Xa) = Hal Xi > Xos OF "G Ya 人) 


ôx 


x 
2 


= 
+ a (xo xe OG). (6.27) 
3 


由 于 在 平板 的 上 下 表面 没有 面 力作 用 , 故 在 心 = siak 


Oi 5 Tn = Gn Ü. 


利用 Hovke 定 律 (6.7), 得 到 在 x; 一 土 FAL 


CH, Os 
| =Ü, 
xs Ax 
Cu ĈU, 
" — =0, (6.28) 
ë x, X; 
ë A Ns 
G+S +- =0 
CX CX 
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H 峙 (6.228) 的 前 两 个 式 子 
A Ot (xn 0)= Oh), 


Xs CX) 


£H: (x, Xz 0) + Hs (xo x D= ODN. 


CE; CX, 


w(xX1: Xu) = ttal Xi Ez D), 


pH (6.26). £; z 
HAX Xa KES bz — LOG. 
EX1 {6.29) 
= FOH). 
Af DHX Xz Ts) 让 Taylor 公 式 F (6.28)(6.29) 或 们 有 


MaX Xas X = — Xs 


(Hy 
-_ (xi. x,. 0) 
Xs 


=z] Ôx, oreg t a, nise z) [+00 


一 区 Cu Ha> “Qul Cu, , 
=> -一 一 十 1 _ 和 +4 十 __ h |+@Q(h° 
2(2+20) | et C e= H j= [+009 


2 


= 0h). (6.30) 
此 站, A f 
i 人 xot Eey, Xe ÜE h KACE .x A OR). 
C Xs 2: Ya 2 (x; 


故 [1(6.28). (6.29). {F 


C us, _ _ Cuy Aso Cles f , h> 2 
h Fy (xi -x2 0) = ag A: N. z) ay, oe ° |+ Oih ) 
= Cay ona (Ee 4) 2 
t2 l CX, Exa 7 CX, CX 2 
¿h Cu o Ce |. nn ! 
PSS T s T OG). (6.31) 
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把 (6.30).(6.31) 代 人 (6.27), 得 到 


LU iy, Xos r= (xi; X 0) + x ex Ga: x. Ü) HOAR) 


ax, 
E Aw+ Oh), (6.32) 
因为 一 [oem 
a= x i Ee +O, 
s: 


e= — y + O(hD, 
CES 


=— Awt Oh), 
一 


wi == 一 223 一 mt OCR?) 


yz: = O(h°), ya 50h"), 
由 Hooke 定 律 (6.7), 得 到 
Ti; 一 (À + 2), + ¿£ + Z. 


ag 
C u 
ĉr 


一 一 十 0-2G) 一 - 1 | 
-2 2 


Ow 


OX 


一 x| å 一 


aa x 
和 z 3) 
a H gag ) T OO. (6.33) 


同 建 


ü t: WE a 
+ )+ OG, 
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oom ÉE EW OG, (6.34) 
lu x,Cx, 


g = Q (h°), G. 5A). 
an= O (R°). 


HI 2 JE AR 01 3: f Jr 2 - 它 作为 二 维 弹性 体 必 活 合 方 各 
组 (6.3)( 这 里 p LEO) MURRE H FIE 一 {0.0, 放 ,下 有 形式 


Gal tos Co., 


=Ü, 6.35 
dx 1 GQ, CX; ( 5) 
COs Paay CO; . 

+ =0, . 6.36 
(mA CX, EX3 ( 3 ) 
CG CO: CG ys 
十 -十 一 人 十 Ke wa wa) = 0. (8.37) 
CX 1 tX tX 


TE(6.35) (6.36) M A |a] I A xa. Jutta M EBA, 由 于 


h A ,一 让 h 
. CQ ua w. 7 
[° Xs — dx= Xafa 2 h -| Tax 
-4 fs n=- $ 
2 2 
Ka 
=- [= sdz (i=1.2), 
1 
2 
oh E poh ü rE 
| 2 m dx, = ~ | z xX,G dx: + m | : Xs drs, (6.38) 
= CXi U 也 CXa # 
pr C ah Ê pn 
| z odk: = a | š XG (x. + " | 2 XG. (x; . (6.39) 
J = CT A OX2d £ 


n 150 HA 
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x 2 z 
一 | ` fæ 7 Xa. x.)d x; n (6.40) 
将 (6.38).(6.39) 代 人 16.40) ,得 
A? pa, AP ah Foai 
£ " É wondes 2 A | ? Xag drz 十 - | Xs ud Xs 
和 = CXI CON A Ci É 


一 一 [ T f(x), xa, Xd xa, (6.41) 


{E(6.33). (6-34) F E J; ABT EA | Br, 可知 


p E ëw wafi , 
| EE I — — 了 | zo H l š Xd 
Tan L- v ` cx 2 1 


KE (í Ew y ëw ) 
12(1 — vy x Cx Ëx 


同 理 


pË FE E w 
- Xs. (135 = m m ` 
J 12(1+ v) xfx 
站 R'E . Ew wS 
2 Gade = - - 一 十 一 |. 
| 120 — +”) Ü Ex | 
将 它们 代 人 (6.41) ,得 
ER? I Cw Ow ) Eh: í 2y 2 3 cu 
12(1- 2); exi 人 12 “1—v 1 + 2 exta, 


= | Fx: Xe Ks) ds. 


- POA- 


Bl 
DA w= (xi, xa) (6.42) 
其 中 
ER 
12(1 一 
PEGADA: A EPE 在 小 挠 度假 
设 下 , 找 度 ww 适合 双 油 和 方程 (6.4 罗 , 在 区 域 的 边界 上 适合 边界 条 
件 .例如 车 板 的 四 边 固定 , 则 


,fox d= | fea wo ad)drs. 


wa=0, | 
Gn FB 
BRIEG SF, 34 3868 8 E wu YL 38 EE H HARR. 
对 于 定 解 问题 (6.42). (6.43), RATO G H EAER: 求 
WWE WO= {wn= = | = 9). Br ei -Ate Wo, 有 


ë 


=ù, (6.43) 


alw. i= (fo, i). 


其 中 
n ~ 1 ape aż 1 EE zir Pu 
alw =D | -u Ce + 二 — +Í a 5 
IL ow Cx GX EX CK CX 
p 
=> ae 2 
CW CE ` (to 
ar — a dx dx; 
x QA T Qy ix; 


(fs. p= [| dx dx:;. 


他 


请 注意; ew DER PEE AI. aS E 它 的 势能 El) 可 
守成 . 


D y Ew y ow Pw 
kosy M (Auw +201 lt ra) Ba Ax | ?dx dx, 


fate QWE CAIME MAJ glee W. 
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:十 让 .rr 
E) Qim EA EO ao, 0) 
+Ü f 


RUB RAYA A P ARE E kele. D HABIE ALYE RPE TS 
HHE An A 21 A 8 ËF, AA E EAE Pl R ALT 9 A 


$7. 相似 解 (时 纲 分 析 ) 


Eeo POD BH e. 首先 必须 可 人 一 是 的 测 旺 单位 系 , 如 SI 和 制 . 
-AEK IE. 被 度 攻 的 物 旺 各 的 数 生 与 测量 单位 系 的 选取 是 有 关系 
的 .这 种 物 运 瑟 我 们 称 之 为 有 三 网 的 ,否则 称 之 为 无 莱 岗 的 . 
在 全 部 基 网 中 ,长度 - -Lith - -T E -M aE- — D 
#RJ 8 K Tee, TE h b pi St [PJ S£ BE RJ EA rH > ü PERRAS H, 
UERR A TE arian 


ph Ë [n] =LfT ', 

mE l s] = LT 2. 

万 F] =MLT >. 

定义 2 Hifa. a, EAEE :组 物理 量 , 我 们 称 它 们 是 
Ë BFE “组 不 全 为 等 的 常数 zxa… : 个 得 
-a TRE CART, TIRA fia, a ERA ERM 

EX3 Za a ERA AFER. r HA 


Pu a a: sua Je Jú Br ij. MEETER pu a, 本 


TR H LA Ran a, WARR. 

RIRE AE 32. F 0 iE BE rë 95 ng: 

1” fian a, ba CERERA. Weoo a WAHR. 

2° fia Q, HES l. ano GQ a. AAK, Bila, O EUG 
ilar cea, 革 网 志 示 ， f 

调理 论 或 这 接 让 实验 建立 的 物理 定 熏 , gsl e hk Y A Tu 
KATT HEZ BIRI e REA R. JAE AT GER RTE E ARPE. Kan ay ht 
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Her HB E. 1 
HAA AG E H S 
UE PH MAn TAA AER. 


分 析 的 基础 

定理 2 (x 
apo ta 
piu 


TEA 
- ‘FU 


X Raes flante 
eom | Rr a XK 5 tE 34 1; 32 b EE ta 


iris B By Aha S. BA. KOS J 818 
的 粕 数 关 系 应 具有 茶 种 特 弥 的 结构 . t 4 


In 


HRE JL St HR hn + 1 4 5 PB St 
a OKRE V ra oea, 是 物 
Ma BERAG o0 


E) 


anorte EE A 38 AE E Fl! 1EK#En— r+ 1 T E t 
ZJ 王立， Mie ,Tn HA RERNI k: 
m= $ {mtn Ha- (7.1) 
用 中 
a — Oi (t. 
T a ea, L Qh. al Tas diu Gr 
(7.2) 


-下 Ge 
= fa... a, sma. A (aura) 
Meeg 1 rtl 1 r 了 1 i 
=F(a.. BERET -T ` Mun 由. 


HFa mo 
M f E A. fE. 
a 的 量 但 不 变 , 于 是 在 新 的 测量 单位 下 , 同时 有 


Aat Mhie 


Zx, EARMA, 因此 ,它们 的 数值 与 所 选取 的 
选取 新 的 测量 单位 系 , Eka, 05 m fi H9 


以 此 AEFIA Aa UU. G. Mp UQ EA .) 
n= F(a.. G, ee a Ma Ra- ) 
EF L. f , B I 
MA qa TO R 二 06 一 2 站. 即 丘 不 依赖 jao JA 
ë 
HI: HB up HE. 
Him FB. PBB HÍ E 
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1 
aing: 
由 此 可 以 看 出 . WB Sta tia, c: G, WRR EE E M 52 8 
沾 . 应 用 zx 定理 来 处 理 一 些 具 体 问题 的 步骤 太 致 可 归纳 为 : 

1” EREA TEHE Ea. o,a ER SE HE: 
bisoi, ba GNH FrEE o. G RRR 

b; SA (0o tota) i=l, , m: 

2° 确定 “个 测量 单位 系 , 并 写 出 主 定 与 被 定 物理 时 的 量 纲 ; 

3° TEETH eHh mA ATE. 将 每 一 个 被 
宝物 建明 及 余下 的 证 定 物 埋 量 和 这 -组 最 大 量 岗 无 关 物 理 量 组 成 
无 其 网 形式 ; 

4° 上 应 用 zx 定理 写 出 上 述 天 个 关系 式 的 无 量 蚁 形式 ， 

例 1 汗 着 与 电 平 面相 交 x 角 的 方向 以 初速 度 m 抛 出 一 质量 
为 的 物体 , 如果 上 略 去 空气 阻力 , Ko hb gh 元 五 . 落地 时 jt 和 最 
KAEH. 

TEEPEE: m, vog. 

WEBE: D.t. H. 

D=fi(m: vog) t=f(m, vo g) 
FH=f{m, vot g). 
HA: [m] =M. [v] =LT', [a] =1. [g] =LT:, 
[nD]=LH]=L, [t] =T, 
主 定 物 理 量 中 最 大 旦 网 无 关 组 : m vg. 


$r (7.3) 


= : 
I qil: 


+ 3] E SZ: 
x _ D 
mu g" m g! 
t H 
m= po n= 
m h g vy g 


WERE RARR EK: 
区 1 一 $ (m), T= b(n). Ta 一 an) 
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i 
= pda) (=V 02). H= pdx) (74) 
£ E £ 
MORE TTE EER ga qr E 四; (2) G=1.2. DA JUK A. 但 我 
POWER E 1824441838 T. 
例 2 =k los] gu HED EE 


Su a u (1.5) 
【 CX 
Haie Hoa: he RIFA 
ux = Qó(x). (7.6) 
u(oo. t)=0. (T.T) 


RAIAT ATLA R E ORI A R. 
EEH: xha Q. 
EPHE: u, 


u= f(x, i a GQ). 

EI: y =L, tls Tr la ]= PT j Q= 0L, u =Ü. 
FEE BB rra K S]a GH: a.t Q. 

B it ER HER: 


E 一 - Tl 二 
Qa 1 : a t 
By H] BB DE Jë PE 2 R: 
n= ¢ (m). 


BI! 
u= Ç $ í 二 y. 
a m J | 


Dim, MuE o (EAER TEEI TS 
Œ fÈ 
` ` 


. 213: 


Hy 1, fr z 1 H= 
| Ot EI (本 十 由 (一 (7.8) 
$ (co)= 0, (7.9) 
| K. (7.10) 
RAR LRH Pa, HE 
1 l. 
9 KN exp —— |. 


于 是 


pz 一 可 = expl( 一 了 (7.11) 
例 3 点 源 强 爆炸 
FETEI E H H PIRRE CEE ASIE T REEVE HEIE, 
空间 的 涡 度 分 布 情 况 . 由 于 在 爆炸 初期 , RATES u PA 38 EAST. 
在 不 全 爆炸 点 处 满足 刚 能 证 平衡 方程 为 


co +divg=0. (7.12) 
€ 
其 中 ce 为 比 热 ,p 为 密谋 ,gq 为 热流 密谋; zw 是 温度 

g= — Agradu. 


HF AE Er B p S TETA Hq dep 88 kR ya E 
的 关系 为 
A= Au". 
LHM, na 5.3: ht 
divg = — żodiv{u" gradu) 


žo 
一 一 div (gradz " 
nti (gre ) 


_ z BAG, 


PORRE DERD. 设 & 一 Dp 同一 点 到 球 心 的 距离 , 即 
214: 


人 斌 窜 奈 对 称 的 情况 下 泥 度 的 分 布 , 由 于 


能量 平衡 Jy T.12) 26 kË 


ČU ,EF 0 
= zr ° " {r: " u" 路， (7.13) 
i r> Or 2 


Huiliy= | Z(n4+ enz w RML F] B 38 tF 
urM=0 G#0), 


anf ur 0y?dr=Q. 


uoo f=0 (> 0). 
FAAA ase EB Au, t). 
主 术 物理 量 : rt.y.@. 
MEHER: u. 


u=fir, t, z G. 
wth [SA ST ty ALT 0 L Q]=0L: u]=A, 
= 定 物理 量 中 最 大 攻 网 无 天 组 : z.t. Q. 


无 上 其 网 准 数 : 
tz r . 
n= 上 ; "Tl! 二 - =, 
- (a) T paci LQ ge] aT = 


YATE pi: Ju EAEk: 
n= ¢ (m). 


EH 
u=[@Q(yD agra gh (E). 
于 是 .原来 的 问题 化 为 常 微分 方程 问题 : 
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por! hri ó : 
(el 249 1 df 3 


m I 一 一 由 一 
| dé? anta~” dë Int? 


E 
= 


六 1 
h (z edcz 一 一 一 ， 
P Oe de= 


> (Ú 


$ (oo) =0. 
IH(7.14). (7.165481 


其 中 
K=[n Unt BnD. 
(H 38 EFC715), 知 
K| ` EE E de= Kepten | a-g ede 
vj 1 ” U 


AT 


“ S 3 ntl ` iaag 
g= 27KB( > 一 一 )| , 
HPR AAZ 


于 是 . 当 r< 六 的 全 ¿OD Q a, 


— 7 Aj š aT z2 六 I > 
uiri) =l yË } K| (Q zi | ` 
rr (DH, (r. = 0. 
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(7.17) 


PSA alaa io SEE E A = 


第 五 章 非 线 性 波 和 特征 线 方法 


和 由 非 线 性 租 分 方程 帮 述 的 波动 现象 , 与 声 . 光 或 电磁 局 号 
的 “线性 " 波动 现象 极 不 相同 .首先 , 对 非 线性 波 , 它 不 再 服从 大 家 
所 熟知 的 本 加 .反射 和 折射 规律 , 而 是 表现 出 更 为 新 颗 的 特性 ,其 
中 最 为 突出 的 是 激 波 阵 面 的 沁 现 .介质 穿 过 激 波 阵 面 时 其 速度 . E 
力 和 温度 会 发 生 帘 就 的 . 往往 是 相当 大 的 变化 ,即使 运动 开始 时 是 
连续 的 , 其 后 却 可 能 自动 发 生 间 断 . 而 在 另 一 些 条 件 下 ,也 可 能 测 
现 相 乒 的 情况 ,初始 间断 会 自动 消失 .这 些 现 象 的 出 现 与 刻画 运动 
的 基本 方程 的 非 线 性 有 关 . 

对 于 了 和 解 和 掌握 非 线性 波 现 萌 , 有 关 的 数学 概念 又 其 技巧 已 
经 有 了 相当 证 富 的 发 展 . 本章 的 目的 是 就 涉及 基 些 当 民 最 重要 的 
非 线 性 问题 作 一 简单 的 介绍 ,这 些 非 线性 问题 , 不论 从 工程 物理 和 
数值 计算 ,还 是 从 数学 本 身 的 发 展 看 ,都 是 很 重要 的 ， 

得 许多 情况 下 , 描述 物理 规律 的 基本 方程 可 以 化 为 一 阶 偏 微 
分 方程 (组 ) 本章 中 所 讨论 的 非 线性 波 就 是 由 这 种 类 型 微分 方程 刘 
地 的 波动 现 但 ,而 处 理 这 类 波动 问题 时 ,特征 线 方 法 占有 重要 的 地 
位 .为 了 更 好 地 了 解 后 面 几 节 中 对 一 些 特 殊 问 题 的 处 理 . 报 们 先 对 
一 也 偏 竹 分 方程 (组 ) 的 理论 ,其 中 主要 是 有 关 特 征 的 概念 作 一 些 必 
要 的 介绍 ,在 介绍 中 将 以 线性 方程 为 主 ,对 非 线 性 一 阶 方程 (组) 的 
讨论 ,将 在 后 面 三 节 中 丫 合 县 体 的 非 线 性 波 问 题 再 作 讨 论 . 


81. 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 数学 理论 


1.1 包含 一 个 二 元 函数 的 一 阶 线性 方程 


我 们 考虑 包含 一 个 未 知 歇 数 wwlx 力 的 一 阶 线性 方程 
“917. 


u, HAX, tu, + Bix u Fi E. {1.1) 
这 时 我 们 假定 
A.B, F.A.. Bs. F. £ C (R> [b,co)). 
pK S f(x y U WI TS iat J J 2 PEH A: af. + bf. 表示 该 函数 沿 
MEDd: dx=a : bM o) (eN at i x, =a bf) ` 
条 上 曲线 , 邯 么 ep + bf. 9 EAA HY K aS IH ZR ES, 
IPAE. ARH Rn AE 
dž 


d- — = AC T) (1.25 
ht (x D BJ IE =z D AA rH 282 ya. Jrtrh BJ 3 
分 算 子 十 -可 写 成 全 微分 的 形式 : 
i 1 
d à fë d _ È A 
dr Or Or eE a tA At 


我 们 称 曲线 = 二 X(t;x, 加 为 方程 和 .1) 的 符 徙 {曲线 ), 方程 (1.2) 为 方 
EAD 的 特征 方程 .出 常 微分 方程 的 一 般 理 论 和 扼 ， 若 4、4。* 
CRX [Lio coo; 则 (1 驴 丰 在 过 给 定点 (x 办 的 唯一 解 .于 是 , 由 直 线 
dt 一 上 的 每 一 点 (x; 如 部 可 以 引 弄 -条 特征 X(t;x,to) .又 由 常 微分 方 
程 理论 知 , 它们 可 以 延续 到 r 一 co, 或 < 一 土 co. 我 们 将 所 有 这 些 特 
和 w" FOER X [£ oo) F 05 £ $Ë S 2 B £ z = t, 的 
AKA, E HDG(R.t) SZ. 
RRQ DIREAIN AIE 

u(x,t) = plx) (1.3) 
Wie Kga) E CR). AERIAL HS 
U(r)= umd. PE. DOTEA R bar r EO JÉ yÇ: 


i UG) + B(ZGG;x t), DUG) = FGG;z, D. 1). (1.4) 
T 


meS 下 式 得 到 
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qm s mua LT 


m 


UW= Vitoto: | F(x ottxtdrt, (1.5) 


t 
其 中 
. t 
(biz = exp] 一 | Birx, th ndr| 
ufa + 
X 


UG3)= ul z(tax t) to l= plax th. 
UO) = u(t DD = u(x,t), 
J 是 ,得 下 面 形 式 的 解 : 


了 
u(xX, £)= ptix Dolet | F(y(r;x,D).rTyuo(rix dz. (1.6) 
ty 


不 难 验 证 (1.6) 是 满足 并 程 (1.1) 和 初始 条 件 (1.3) 的 .上 述 的 冰 解 方法 
被 称 为 特 钼 钱 胡 法 .由 上 面前 讨论 知 下 述 定 再 成 立 : 

定理 1 JRA. B. F. A, B, F, €C x [h c) HpeC'(B). J: 
Mk. ALIKI HED(Rto H A E — t, T AALO A H. 

Wb 38 fto AHE o W EI E H E R E ax) 
TJ LAE PIREZ CT; Xo FIZT oO EA E RH R fpu. 38 Tor 
J X 3k hk P< EAS s mal PC bü. 

IE B=0E F=0,H(.6)uff#2||u(x d= pid) 这 表示 
MW EE, E E bi AY. 

为 了 更 具体 地 了 解 上 述 求 解 方 法 ,我 们 考虑 如 下 儿 个 例子 . 

$ 1. REEE 

u, Tau, Sfx t) 
| w(x i S plr) 

其 中 a 为 常数 ,了 .feC(R XI ooy), pec (R) 容易 看 到 , W 


Erea te ÈE RERI =at 解 ,c 为 任意 常数 微分 算 了 了 


一 十 gq 一 可 家 为 关于 的 全 微分 
ot Ox 
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d ñ dx ĉ ê à 


= a 
di Ft dt x ĉtt ex 


于 是 ,微分 方程 可 写成 常 微分 方程 形式 


L ulat +e, D= fatte, É). 


Mi HATEEN. HEERE RR Felat e RINE R 
x—at+ cÍ 
n 


ulatte, t) = ulati te tat | Flastc,s}ds 


-i 


t 
= (ato ro+| flast c,s)ds. 
Es 
我 们 将 c= 二 x att A ER, RECHE [o] EE A A A 
uix D= plat: + x— at) + I | fast xat, s)ds. 
x f 


例 2. 求解 问题 
| u, Hx Cos t) u, =0, —oo< x< xp. t>, 


u(x, 0) = T 
其 特征 方程 为 
d _. 
q £ COS z. 


LEK (x. J 90 yC x = zexp(sinr—sin D. EHE. B 2kz= 0ni 
mp E aE ir 20, I 88 7 


ula, t == ! 


1 + xiexpt -2sint) 
例 3 求解 问题 
i, txu. =Ü, —oco< x< ec， 
| u(x,0)== wr), 
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Fun 6 (x)e C'(R). 
过 点 (x 如 的 特征 沪 


X(t) = 
r; t= —. 
aa 1x r) 


ADER, 直线 z 一 0 的 影响 区 域 万 是 由 第 --- 和 第 象限 中 在 双 典 
zb = -一 F 面 的 所 有 的 点 所 给 成 .此 集合 中 的 每 一 点 确 有 一 条 特 


-中 因此 ， 在 了 五 中 的 解 为 


第 通过 , 它 与 直线 一 0 交 于 点 (了 


u(x,t)= CE) 
12 含 多 个 室 间 变 元 的 一 阶 方程 
我 们 考虑 线性 力 程 的 初 位 问题 
u, +y A; {x Du, + B(x, Du = F(x,t), (1.7) 


U(X to) = p(x)» (1.8) 
这 Ẹr=fxrp nen A B, FRECAT G==1, 2, nm I — rm 
ARETO Xx [to co,osCH 了 ). 
EH AEREE, RETRA FEH 
835 a, (E j=l n (1.9) 
dr 
为 仁 了 的 特征 方程 ,并 标 企 .9 的 任意- 一 个 解 为 人 .六 的 特征 .我 们 用 
Z(z;ix D = (XZ (rx. a aA DAR RLA a DR RE. 

我 们 由 点 (xto) xeR" 引出 所 有 的 特征 , DK 3 hk TE mF 
THR Xx Lto, oo) 4 的 子 集 , BA E T = t IR R, 我 们 用 
D(R' .区 表示 之 .二 是 同样 好 ,如 下 定理 成 立 - 

定理 2 设 4，. 吾 .五 和 它们 关于 5 G51. =n) ii- BIB 
EE FEIR Xi oa) 23. peC (R°). S (x,t)e D.:]: EM 

: 921 ， 


11.7) 01. 人 有 惟一 的 解 
u(x,)= plita oat) 


+ | E'y(rix,D: Dirix, idr, (1.10) 
其 中 
v(to;x,t)= exp 一 | BX, D. Jaz]. (1.11) 


同样 , Wii on pA HAE fEt=t FERA RKR E, (HT 
ENIAC LE — AS th AIi ER Ef Es] RES KR A TA R RR. 


1.3 一 阶 双 曲 型 方程 组 
我 们 考虑 共有 一 个 空间 次 景 的 线性 方程 组 


m A(x, Du +B (x,u = F(x,D5. (1.125 
其 中 
H, (ua) (ua) F, 
“一 ) =i y), =( Cie) ) =[ F ) 


这 里 和 (x 四 B(x 加 是 mx mA PE 我 们 假设 4 B.F P BS GM. XT 
方程 弓 ,…- 般 地 是 下 能 像 单个 方程 那样 化 为 常 微分 方 种 米 求解 ,但 
对 方程 组 (1.1 分 , 我 们 可 以 设法 找 一 组 新 的 焉 量 o1,…, vn{ 它 们 是 
;tn 的 线性 组 合 ) 和 mm 条 特 社 曲线 , 使 得 在 对 新 变量 的 第 /个 方 
程 中 的 微分 部 分 可 以 霄 成 w 沿 第 ;条 特征 的 方向 微分 ,当然 这 在 实 
数 和 实 蚂 数 域 中 并 不 总 起 能 做 到 的 , 只 有 对 所 证 的 双 曲 型 或 严格 
水 胡 型 方程 组 才 可 能 . 

MERA AEH A RER E RA RQ c 及 :中 的 每 
— i, EREA (x, DETETA ETA (x. y. Ana OREA, AEE 
mRAGE, hD e L.G), 那么 我 们 称 方程 
组 (1.19) 是 双 虐 型 的 .车 特征 值 Cx 四 ,… ,A(x 四 是 实 而 互 蜡 的 , 则 
我 们 称 方程 组 是 严 枚 戏曲 型 的 .下 面 我 们 将 只 限于 讨论 严格 双 
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曲 坪 疗程 组 . 
对 一 个 严格 双 曲 型 方程 组 (i.12), 我 们 称 方程 组 
dé 


qr TA (r). J=1, vem (1.13) 
的 解 的 第 j 个 分 量 为 第 j 条 特征 LATA (x ty AAE 


H RITH epZE o SR X. 

RF RR BUE (1.12) T HAE A e E E N boca I, 
TAGORE AAE. SL DEA L, HARFA 
PE AE L MEMA H £ few yE EL JUL RAE .12) 分 
v=Lu. DSD es 7)=LAL-', 于 是 得 

p. +D{x, e, Boix, tv=F (x,t), {1.14) 
其 中 Bs 一 LB 一 DL, —L XL. Fo=LF. mD =D (àrt, 2a) AE 
ZZ 一: 机 为 元 的 对 角 短 阵 .我 们 穆 (1.14) 为 对 筷 型 的 方程 组 .好 然 ， 
对 某 些 特殊 情况 ,例如 Bolx,) 也 是 对 角 或 主角 形 短 阵 , x J yE rü B) 
方程 组 (1.14) 趾 容易 求解 的 ， 


现 硅 讨论 初 值 问题 
z, HD (alih A (TO), HB (x,t) 
=F(x,) xeR,12 65, (1.15) 
alx to = g (x), xeR (1.16) 


的 解 的 存在 性 .为 此 我 们 对 xzER.rz 右 构造 所 有 的 特征 各 《ext 用 
Q 表 于 这 些 特 征 所 缆 瘟 的 集 台 . 定 艾 集合 
DR- Q. 
(R;t) Q Q 


HARS bI ERER. S, De DR), FOLDRE ü 
d 
dzt 


u, (o (mxi) D+, ba x,t) z)u, (X; (rix th z) 


— F, (Z; (tx, t) z)=0, j=l. e,m 
HATA ORE EA. TEI 
Gi (x,t,u)= u, (x,t) — @; (Z; ox, t) 


: 223 


af m 
+ > ba(Z; (Tix, t) r) (Z; (x,t). tdt 


t 
— | F (Z (wx,d, Ddr 
f. 


HRA 
G; (x,t: p(x))=0 
ÉE 
EG (xz tol ` m 
(ae) 
BW Hj k dt BJ ER i ROGE EB (TEF r= 1,s=m,@, = D(R;t,)) 
(参看 本 节 附 录 ), FEET Fil e EB: 

定理 8 QL Ob, G ,8 一 1,… ,mh 玉 及 它们 关于 x 的 一 阶 微 商 
分 别 在 及 x [加 ,co 和 及 中 是 连续 的 .于 是 存在 一 个 包含 直线 ! 一 如 的 
KROQ c ARU RE AEQ EA, (x,)G = 1, my, Ef] 
£ H F S T x #ll : BJ — Bi T Pt iq E Q, EEE u 构成 问 
题 (1.15).(116) 在 人 上 的 唯一 解 . 

这 里 得 到 的 仅 是 局 部 解 .此 得 到 在 整个 影响 区 域 卫 (Rit) 中 的 
整体 解 , 则 要 用 解析 延 拓 的 办 法 ,一 步 步 解 初 值 间 题 . 即 , 由 定理 我 
们 第 一 步 求 到 t==#.(f1>to 且 1 二 tt 含 在 命中 ) 上 的 志 值 ,然后 ,以 而 
上 的 ww 值 作为 初 值 , A HEET R h t= tatt) EA 值 .这 
样 ，- 步 步 米 解 下 去 ,直至 整个 影响 区 域 上 的 值 剖 求 出 为 止 . 

半 寺 一 般 情 况 卜 的 初 边 值 问题 的 存在 定理 , 由 于 证 明太 麻烦 , 在 
此 就 不 作 介绍 了 .但 我 们 这 里 帘 对 初 边 值 问题 的 提 法 , 作 - -点 说 明 . 

EQCRX [i oo 上 的 个 初 边 值 问题 是 由 方程 组 , 在外 中 对 
ti 一 如 给 而 的 初始 条 件 和 在 纺 的 边界 上 的 .一 个 适当 部 分 土 欠 定 的 边 
界 条 件 所 组 成 的 .例如 , ##Q= R' x [t,. ooy. BAR 2 PF E. yE 
一 002t 上 给 出 .而 切 始 条 件 是 对 ;一 如,Y 关 0 给 出 .如 若 
Q=ED. IXS [页 oo), 则 我 们 对 天 一 0 H=, tn ea RA 
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det 


件 , WLeSFxe[ 0.1], i= PS Jia FAFA 边界 条 件 的 数目 和 撒 式 
不 是 任意 的 , 出 下 面 的 例子 可 以 看 出 , 它们 与 @ 的 形状 及 特征 线 密 
切 相关 . 

例如 .考虑 旬 =[0. 辣 x 家 中 的 方程 组 


z 


(ua), FA) =0, 
(oy —Z (uk 50, 
(ts), =Ü. 


HuPo AAW TERO WERF 

u; (2,0 = p (x), J=1.,2.3.xe[0,1). 
方程 组 的 特征 为 

¿=Z their €= hat HC Z= cs, 

且 2 aa 分别 在 对 许 的 特征 上 为 带 数 .现在 可 以 说 明 为 何 边界 荣 
件 只 能 在 过 团 的 适当 部 分 荆 答 计 . 央 为 消 特 征 上 一 和 rz 十 分 最 z ht 
ARO ERRERA IIIA E. 显然 在 边界 的 右 这 部 分 . a= l, 
t=[0. ih 了 二 不 能 指 算 起 的 边界 条 件 , 因 为 它 时 已 由 初始 条 件 

ulr iS gle t), rel E ,0=:1=< x 
2 2 T ARR MIRE 

MODE TADRE (1.17) 

GH HEFER E e H SREI IRA ent EDIE ftm RGE E 
r= Ee. PR20172 SE e 8 E: 

miL OSAS ri xel 0]. tP xi 
EME- E o REE A WL Eoi 

o DSA (0). 

当 paeCLO .ReCR R ARIER. tua TOP h: k p 
h; ERREAL TT AAE. MPRE E E- 09 2 ER 


. l. , 
pi) = tO), peo, i], h eC'(R '). 


HT Ague 左边 部 分 的 边界 条 件 的 情况 和 z 在 右边 界 上 的 情况 性 炎 
储 的 .认可 二 分 量 忆 -显然 除 急 始 条 件 外 未 能 指定 任何 边界 条 件 . 
- 295- 


对 于 AEE. 边界 条 件 的 给 法 是 取决 于 在 边界 KILA E 
RIA HAS. a RE A Eu (x, EAT EAEAN ET 
解 区 域内 部 的 : B 2 fE Ip LRE u 的 值 , 否则 就 不 能 给 
IE. 仔 边 办 上 有 几 个 特征 方向 是 指向 定 解 区 域内 部 的 , 就 要 给 + 
边界 条 件 . 说 得 更 具体 些 , RERE 0=x=<1,t2>0), IE 
没 在 边界 x 二 0 和 x=1 上 的 特 入 如 下 : 

ADO e a (0,D U< A (0.0 = A. (D.D. 220, 

¿(D< <y OCOL An DE e <, (LO, 120, 
MARRS LRK Emi NE 

t (0, Dg; rlt Ha (00) = =. (D, 120, 
而 在 边界 x 一 上 就 此 给 j 个 条 件 : 
t (L )= M (D... u (LD= h O >O. 


14 具有 多 个 空间 变 元 的 方程 组 


我 们 考虑 方程 组 
m TA (xD P TA, x Da B(x, Du=F(x,t) (1.18) 


或 

u a 二 =F(x tao, (1.19) 
HHig= {x1 x. = Ua FE=(F.. 2, Fany THA; B£ 
mXm 方 阵 . 我 们 假定 A&,,B KF ERNIA. 


MRY G DEQ R 的 任意 一 点 和 使 六 开关 0 的 任意 一 组 实 
Hay Si p hna BAA HE 
det (åf +YA, (x,Dn; =! (1.20) 


HERRI S ¿(x ip g E RETTER), 我 们 就 称 方程 组 
(1.18) 是 次 晤 型 (或 严格 戏 册 型 ;的 . ， 
EHER KEN g. un. u Èn AORERE DeQ.m 
阶 代数 方程 
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det (I +A, (xt ayni )=0 (1.21) 


@uB4R = ii tep EKK (sk SI Ir Se by), 我 们 就 称 方程 组 

tt.19) 是 到 遇 型 (或 严格 不 曲 型 的， 

这 时 我 们 将 不 去 计 论 初 值 问题 的 存储 定理 ,只 介绍 一 些 关 J 
特 入 曲面 的 概念 

考虑 在 一 区 域 @cR”' 上 上 订 程 (1.19) 的 广义 解 ,假定 A 
eC'(Q x R"). Y LARME AREG, MQ: HHIBI 2 HA Ë: 

D(X,, K. = 0,u8 CR :) 

Ai 3RO19 O EEE, H R: BERAI. Q. rh E £ 
JP RE E bia cui x ET AER ERKEK EM Hero t, ， 
ai Hla stes o U 12 RR MAAR v> 0u < 0AF EH 
的 极限 .将 六 程 组 (1.19) 在 王 商 边 分 别 坡 极限 ,而 后 相 减 .于 是 得 


[a +A, etm) Ln]—0. (1.29) 


T Hle Se u lun lS kl nn 
RPE JS p| Bë ze ILEN RITEAR rea AE 
E BEENS ll ñz AE ATERIA SEREM TENI TE 
为 此 在 曲 而 的 一 边 取 :条 山 线 
x= xis) £= (s). 
W PR B R — T yr tra IE Il RAI ba Eq J; 
du (x(ey,t(s)) 这 ë u; (ls) tish dx, (s) 
ds pe OX ds 
ó u, rts) des) 
čt ds 


十 
因此 
u; (KS) sD)— Z (xls so) 


-[ j5 w DAD iyt E EOD y (jar (1.23) 
Sa TERG í í 
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HRA E L R RC, ALE E hy a 
B. A (1.23 EE ARR r 我 们 取 极 限 5 一 0, 而 后 将 两 极限 
WER. Pu, 是 连续 的 ,而 sa 和 s 是 任意 的 , 于 是 得 


Gu; J dx, Qu, dt 
=0. 2 
>| Cx | ds + öt Ja (1.24) 
Jop ` ppn = dx. dxa dt 
因为 册 线 C 是 在 面 上 任意 选取 的 , (S. 一 ,是 
ds ds ds 


在 的 切 平面 上 , 关系 式 (1.24) 表 水 向 量 { [人 | ,…, | J, 


ËX. 


|| EREDA r ht, AIEE RM =h (z,D, (x, D 


ĉt 


E 工 使 得 
Pu Au JT ôw 
(| 
CU čv v 
-( ars ) h. (1.25) 
可 以 证 溃疡 ECG 将 上 式 代 大 人 .22) .得 到 


ĉv p =, (1.26) 


CA 
HIER = (hi hn) URRAS EEE, WAh 一 1,…,m) 中 至 
少 有 一 个 不 为 零 ,因此 必定 有 


( 


ĉu n 
了 MERS 
a +> A, (x,t) 


det {Z I+Y A, (x,tu) p )=0. (1.27) 
“Ct k=: CX 


这 就 是 我 们 要 求 的 特征 曲 而 的 方程 .显然 , 对 专线 性 情况 , 特征 得 
BAI Jy P L dki A 2 1960 n. 

E BZ RHE Euler Jy B: BJ E. sar E 883 
林 { 电 有 有 二 ptp),p!'(p) 安 站 的 Euler 方 程 汶 


Cui š PU 1 Ò . 
Sy a a On, j=1,2,3, (1.28) 
LÈ peg CX: p CX 


io Qu _ o. 
ayu K aa 2 R ter Ch =0 (1.29) 
在 第 四 章 中 己 推导 了 此 方程 组 ， 在 本 章节 3 中 还 将 详细 地 证 论 ). 
若 在 {1.29}) 中 把 p 帘 为 wa， 1.26} 


í fu È ëu 


— 


u Jh; + l atp} hm=0,  j=1,2,3, (1.30) 
p €x; 


` Ot = rx, 
1o ëD GU f 
Pl E Xh fu H At +5 人 a= =o. (1.31) 
当 且 仅 当 
êv ĉe y Í (= 加 ĉu 1 
wa. Í 3t E wL a | | 
(1.325 


BFA EA (1.30). (1.31 A TEP Lig. Tü (TTE SY gk E EE JFF TFI FU 
传播 速度 Y 和 流体 质点 的 法 向 速度 zu (v 为 特征 而 上 的 单位 法 种 
WL VSV u. EEV BAMI TAB AE. Ri 
FEAE HATA E EAE. Ee HER AP, 过 PP 点 
引 此 而 的 法 线 , ZE 8 F AQ. 速度 Vo 的 大 小 就 规定 为 [Vo 
=]im zal EQS Pj+sgrad, AP, Ou t +AD=0.[N It 


Atih 


uP + sgrad, v. £+ A =0. 
微分 | 上 关系 式 得 到 


ë = D Ai 一 0 


s|[grad. PDI +- 
H APRI =|sl||grad, v(P,t). 我 们 有 


¿D | : 
Vol= | terad. vt. (1.33) 


j lla, =j grad,e|/|lgrad, vi. AB 3V o u, Ai v 89 aA aget 
EAA [8] . #& fi JTE! 
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IVI= tgrad. e : Fgrad, u. (1.34) 
Ë i 


返回 到 (1.82), 我 们 看 出 , 它 等 价 于 
IW|2—=0,.||V |? =p ip). 
第 RRE- AEE MERRET ARRE 
IV = yp’(p). 
EI. f Euler r RLE — T'ika, pA n] ET S Hb E tH Ao. 
1.5 ER 


ANR RAER HQ cR X[#, coo) 是 包含 整个 平面 
t= t WJ o be ik. G= (G i, G, ), G, =G; (x,t, uE 
CHQ XR) y= Wh =y ECR j=. s. H. 
对 xeR" 有 G{xto; yix 二 0 及 
EG 
Plik 
TETE TREZEA =L ORQ. Q. 及 存在 - -分量 属 
于 CI OW IE Pa uo, Eula, )= W (x), xeR: R. 

Gitu D= EQ. 


det (lato We)) =e#0, 


8 
jk 


$2. 一 阶 非 线性 方程 和 交通 流 问题 


21 ZAHAR FARMA 


许多 物理 规律 都 可 以 用 守恒 律 形 式 表 示 , 最 般 地 ,用 微分 方程 
u +(F (uay), =0 
给 出 , 这 里 # 一 (kt U Un Ex SIRI IE PR R, xeR" F (u) E: BJ SE 
隆 值 姓 数 .我 们 用 “守恒 * 这 一 词 臣 因为 如 果 'x| 一 oo 时 , 玉 (2)->0, BÉ 


af adxiè HEARKE ki, BB HAES 59. 


最 简单 的 情况 是 具有 两 个 变量 硬 ]x 的 单个 守恒 方程 , 这 时 a 和 
下 都 是 标量 ,我 们 用 pe(o) 代 蔡 它 们 ; 
I pe +-q(px =Ü, — oo< x< co t 2 Ü. (2.1) 
变通 流 问题 最 全 是 由 Lighthill 和 更 hitham 提 和 贞 的 ,我 们 将 区 
通 流 看 成 是 连 然 的 ,对 _ 段 没命 道 的 公路 , 用 pz 表示 车流 局 部 
密度 , 即 在 # 挟 刻 在 x 处 单位 长 度 上 的 车 辆 数 ;gqtx, 站 为 车 流量 , 在 帮 
刻 单 位 时 间 内 通过 x 处 的 汽车 数 . 对 一 段 公 路 而 言 , 汽车 数 是 直 恒 
的 ;就 是 说 在 任何 区 间 [xi,x2j 中 汽 耕 总 数 的 变化 率 -" 定 等 于 通过 
训 和 和 xz 处 的 症 流 入 数 , 最 有 


d p” i 
| pDdz—qe +a =. 


Bito. giti], Ge x,|— 05148 iu 5 E. 
pe +g, =0. (2.2) 


对 交通 流 问 题 ,流量 g 主 要 是 由 局 部 密度 p 决 定 ,这 是 因为 司机 

一 般 总 是 根据 局 部 密度 钓 增加 ( 城 少 ) 面 放 慢 (加 快 ) 车 速 .这 当然 是 
-个 篇 化 的 模型. 我们 可 以 定义 一 个 流速 

u= (Pp. (2.3) 

因此 它 古 pz 的 减 疯 数 . 当 ps0 时 ,2 有 一 个 有 限 最 大 值 ws s EEA 

许 的 最 大 速度 . 随 着 p 一 户 Wu E p 是 汽车 一 辆 紧 按 一 辆 时 

的 密度 p 挤 (图 5 一 1 中 示 测 了 wlp) 的 图 形 ). 因此 通 量 了 fp) 一 pz 


# q 
EE ma. 
g 
Z | i 
0 | O A Pm P, A Ë 
lš 5-1 4 5 2 
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在 mp 一 0 和 pp 一 户 时 皆 汶 零 . 在 0 和 im HEI ko = pe go RAE 
Allqa. 
= IË Py ba EEIE D. 即 流动 不 依赖 二 时 间 的 定 带 流 .由 人 包 .2) 得 


#J 

q=pu= WS. 
- - 般 地 9g = 二 go 线 交 gq = q(p) 曲线 于 两 点 (pg9o) 和 (人 pg, 见 图 5 一 2. 
如 果 要 求 密度 连续 ,就 内 能 取 常 数 解 p = p, sË o = ps. 如 果 人 允许 5 发 
生 跳 唉 间断 , 那 解 将 不 是 唯 … 的 ,图 5 一 3 中 实 线 和 虚线 表示 的 都 可 
以 足 问 题 的 解 . 


am- 


H 5-3 
为 了 得 到 和解 的 唯一 上, E ARE k REER BI 
气体 动力 学 , 在 那里 它 有 了 明确 局 物 理 意义 .对 交通 流向 题 , 可 以 附 
加 一 个 这 样 的 “ 习 条 件 ”: 车 辆 不 可 能 无 限 加 速 , 即 加 速度 有 界 ， 
: Ou _ CD 
— < (a E >—ee) (2.4) 
A í kha as F, Aj IB [pl en BU gys eni — By. 
我 们 这 里 先 对 … 阶 非 线 性 方程 给 出 能 解 的 一 个 精确 定义 ,而 
再 来 讨论 交通 流 问题 . 
A - 阶 非 线性 方 释 
pr +a(py =Ü, —co< x< oo >D. (2.5) 
Io 3 Tirar BJ C' RAR, H Fi b a E (2.5), RIER 
BE(2.5) T RA- 
tox OEEC AR, HISOR A eE BE pit. 
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= 


X Rk 
F F alx, Lp +g: Jdxdt=0 
Ü ex 


用 Green 公式 得 到 
[ 7 B Lp p+ o, q(p) Jdxd:=0. (2.6) 


=p 


THA FOA IR E E 
F f i yix) E drdi> 一 co 


FAPA y 0. ype H x =081 K He BS y= 0. EE t 
分 部 积分 后 , 上 式 可 ?成 


| | T W, pdxdi< o. (LT) 
, ! 


EXI -AAAI PNA Hold 如 有 果 满 足 上 面 所 说 的 关系 
式 (2. 人 6).(2.7), 则 称 p(x, 站 是 (2.5) 的 一 个 明和 解 (W K ha 28 PE 0 9589). 
是 然 ,一 个 贞 典 解 必 定 是 一 个 弱 解 ;反之 ,如果 p(x,)j 蚌 -个 能 
Mk. HpaC'. 刚 p 必 是 是 击 上 典 解 . 
对 器 解 还 可 以 给 出 其 它 和 负 . 全 完全 等 价 的 定义 .例如 : 
(1) 在 连续 可 微 区 域 中 ,p(x, 丘 是 古典 解 , 即 满足 微分 方 
(2.5), M p DR e= e LERA 
d ae -4 
dt pp 
这 里 p .p DAER o OTHER EO. O AEN 2718 FER E, 
Bp’ =p(ED FE0, 0. g =g a =q(ə ). 
(1) 对 上 0 的 上 半 平 击 上 与 孜 数 px 坟 的 问 断 线 只 相交 有 
限 个 点 的 任意 逐 篡 光 消 闭 同 由 三 , p(x,0 满 足下 而 的 积分 关系 式 : 


| pdre gui Ü. 
Jr 


EE 


2.2 ， 初 值 问题 


现在 考虑 一 般 的 一 阶 非 线 性 方程 的 初 值 问题 : 


pr tah =Ü, oodo t>0, (2.8) 
{oe — oo x < oD. (2.9) 
Salh =q e) J ae (2.8)n] *% W 
p. +a(p)p, =. (2.10) 
刀 果 已 知 (2.5) 的 一 个 解 pz 站, 在 x 平 南 上 定 光 -条 曲线 如 
C: SE alp), (2.11) 


RICA (E Tito bB ELA OCIDAR EAE. H (2.10) F] 
以 看 出 , 3454 线 C 有 -0 一 0， 在 特征 线 C 上 p 起 常数 , 从 而 推 得 特 


征 线 包 .10) 丰 直线 , 它 的 倍率 为 (atp》 "根据 这 些 件 项 ,就 时 以 对 初 
盾 同 题 (2.3)、(2.9) 的 解 作 - : 些 分 析 . 
在 x 轴 上 的 任意 一 点 P(x ,人 ,这 这 点 的 特征 线 忆 ,为 
Cp: x= x, +a, t= x, + tafi, )). 

HERC, p HWA 

p(x,t) S p DeC. 
TAHE J EE pat TERAS fg 

r= x, +ta(f(x,, Yb 

I pix, D= f(x, ). (2.12) 
如果 从 多 .1 的 第 AGEGE Hix, =x (xd). BHE- sa (x, D BEWE 
HGE lh x KAI -- S 355 sa (x, . 0), DEARI IEE LA A (2.12 08E 

-HBE H (x uba 8. HE h (212) 3 ASE Hen: Yx, ， 

HEHE C, Ej Ax F. BU teu E PPEFOEZSK H36 4, WL 2 HB EBE 
BLA Y. W EG. FR Ari PW. z cx, HEEE 

agi x0. 
iliKus t Wg SS ILR ETE QO iw Uy QAI 
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DW ASE u CH 


O >; Ty T 
i 5-4 
TH 28 354F28 BE JEJR BB 2. RA gx, < x, 都 有 
e) DZalf y), (2.13) 


这 时 , xt 于 而 十 的 特征 线 的 “ 
科 率 dt/dx 二 a Mixt i ig 
减 小 的 . 它们 不 会 相交 ,过 
但 点 只 有 -条 特征 线 通 


过 .于 赴 可 以 得 到 一 个 唯 -- o 
的 连续 解 、 Haoa 


= 


N= 


现在 我 们 来 看 . 当 (2.13) 不 满足 时 , 解 (2.1 久 会 出 现 什 么 情况 .出 


BERGEM H OG ARKA 
Fix, = 0. 
MLI F > ONP, u E — iL 
> = glt). 


Pun: 
Fix, tx 5 tafx, — (x— x, ). 
da df 


F. = +l=za!f'+1 
`: do dx, a'f 


arar >O. MUAR 50, f fa'i <0. EZ 378 


Iie 2541 


个 有 限 
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HHZ. ID. 我们 有 
of -ff 
pe 一 IT ta p = ita F 。 
出 上 式 可 以 看 出 ,如果 dafHfxos Ddi =a f >> 0, (2,14) RE 
时 间 增 大 而 增 大 , 这 表 泵 随 善 时 间 的 推移 ,p(x 沁 的 分 布 将 第 拉 于 
相 友 ,如 内 gf'<0.p 的 分 布 将 变 陡 . 而 且 这 些微 商 值 将 在 其 -二 
不 时 蛮 为 无 穷 大 ,这 时 初 位 问 题 (2.8).(2.9) 将 不 存在 唯 -连续 解 ,而 
且 印 使 初始 密度 分 布 扎 o) 赴 非常 光 清 的 ,也 会 出 班 这 种 解 终究 要 发 
生 介 断 的 现象. 

型 在 回 到 交通 流 问题 ,首先 更 而 : 在 什么 情况 下 安 通 流 问 题 有 
连续 解 9 为 了 回答 这 个 阿 题 , 我 们 考虑 通 量 曲 线 9 一 gl(p 儿 风 图 
5 一 2). 设 在 菜 p 王 ps 处 gtp) 达 到 最 太 值 , 那么 9 在 [0, py 上 是 递增 
的 ,而 在 (pp LEIRG AERA Epp 处 9 一 0 于 是 


(2.14) 


人 =A u+ pu (np) 
p 
起 减 函 数 , 有 
a! (py= 0. 


旭 昌 在 一 给 定 册 刘 , 栅 如 i 二 0, AARRE ea BB, 妈 交 
通 流 是 圳 速 的 , uC 0) bye RRT, 在 2,1 段 中 我 们 曾 假 定 wp) 是 p 
的 减 丽 数 ,大 此 pz; 四 一 护 和 是 z 的 减 国 数 , 产 (<0, 二 是 我 们 有 


d alpa,- a (plx OH a> 0. 
dx 


Rika pR a e P. A 21DE EEA AALA A Ht, 
W REE Ae T R 28 E.A. MR Se W e Eag, BA >, H 3 
LNE SI. Aa AREIS aE e xH K phai. e E ORA T R EE 
HT PA A E E. y EAR RES yt DEER. 

Hpg HHK, SEEDER oe o TA HEE A 


È adx- qi 0 
| i q 
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E i pe dx + q(p) = 0, (2.15) 
MEZ E(D AH ER E JEA ET e iL ZA 35 
AL. Jë TENZ EP I BE BOE o ct FIRT EOE E pk ROD 
线 


密度 pz 的 则 断 月 然 及 售 了 速度 2z 的 间断 .2 的 间断 表现 为 瞬时 或 
无 限 的 减速 .在 许多 情况 下 , 这 种 癌 断 的 出 现 去 埋 为 车 流 遇 到 障 得 
BRELA ETE r Sp BEF, PKP Se m HB 28 

现在 从 区 到 流 的 基本 守恒 律 求 推导 此 路 条 件 . 设 激流 曲线 为 
P: YY 一 8 站 ,5 四 是 - -连续 冲 微 函数 ,由 第 四 章 $53| 理 7 得 到 
[pleostn,d TÍ g laps(n,r)= 0, (2.16) 
E rE aar HJE 
costn pz., cos (n. x= 
' dits (D | /1 十 57 的 
pj] 二 pp. 一 p-: [9 二 9: 一 9- 分 别 表示 函数 p 和 9g 通过 厂 的 跳跃 旦 ,经 
ITE. CIOTKA 
ds _ gag. 
2 
我 们 称 (p: -p .) 为 激流 强度 (LITARA R ar f o ==ds/dit 是 
nz qusa 
HUK p(x,t) ES (2.8) 8) — FS 5988. AA TE Jl IR] BER R.J S Bb E NE 
KRECI D BARG. MBRR p-p ES E, 激 波 速 
EEE E A RPE IE Ealo). 
下 从 讨论 法 玻 过 小 的 JEA EPEE, 2 LE a 89 32 21] 28 i 
问题 的 箭 条 件 : 车辆 不 可 能 突然 问 无 阳 加 速 . 对 激流 过 法 , 茶 
THEO GGH 


=ç. (2.17) 


Wp (2.18) 
我 们 首 讽 证 明 ; HHA RE UAI ERIT A 激流 总 是 后 退 
` 287- 


的 ,就 是 说 总 有 


gt. (9.19) 
站 一 起 + 二 d+ i :二 P (z Të) < 0. 
m-e p+ —p- 


类 伏地 , 我 们 可 以 证 明 e<za .这 卖 明 激 波 右边 所 有 的 车 辆 始终 在 
激 访 的 右边 , 而 左边 的 车 辆 最 终 将 撞 到 汕 波 上 而 减速 . 


， 激 波 
通过 激 波 后 车 辆 的 轨迹 
激 波 后 车 辆 的 轨迹 
激 坡 前 的 汽车 的 轨迹 
T — 
_ 
H- H4 
图 5-8 


HEREA — AE ie: RIE A h REA BOR BS ( W. Bd 
5 一 了 ,或 者 说 激 波 速度 是 在 两 边 的 特征 速度 之 间 : 
a(p.)< s= QID 小 (2.20) 


"u mu 


BI 5-7 
而 (2.17) 式 可 以 看 出 . 由 密度 p; 到 p. 的 -个 激 波 过 渡 , 其 激 波 速度 
REKER- Eo a e .ge WRR 
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(A5 — 8) ,而 在 zt 平 而 上 特征 线 的 斜率 满足 

dr yad 

dż do 
山 g 二 gtp) 曲线 图 . KHE (q”<0), EAH 28 F (2.18), 不 难 证 
HH(2.20) 5 E pk z Á. 


一 和 lp) 一 


9 


= 一 一 


É 5 8 
现在 我 们 可 以 讨论 具有 激 波 的 初 值 问题 了 . 如 果 知 道 如 何在 
重 人 的 特征 上 安置 激 波 , 那 就 可 以 解 初 值 问题 (2.8) (2.9 了 .对 给 定 
的 初始 值 钞 数 ,可 用 先前 讨论 的 用 特征 线 求 连续 解 的 方法 求解 . 当 
在 革 :时 空 点 , WU (e to li eple E ARAN RE Sp gW Bg Jy 
法 就 不 能 用 了 .这 时 在 (wo 如 点 始 发 一 个 激 波 , 激流 在 始 发 点 的 斜 
率 是 该 点 特征 的 斜 府 ,从 (xco 坷 点 积分 


dz_ -9 q -~ qE as-)) 
dt p+— p f(E.) — Ae-) 
REAC AAR (xD. (zy ra phawa La O yB 


右 , 堪 特征 线 在 一 0 时 的 横 坐 标 {z 坐 标 ). 9 T RR 2k, 当 激 
波 不 太 蝇 时 , 经 常用 一 个 近似 方法 : 先 将 激 波 速度 so 用 激 波 强度 
n=p- 一 p- 必 Tayior 有 展开 : 


3- g 
g= am 
p+—p 
dg ` ly d°q ` , 
= + L) n +O 
( dp ) 2( dp Ja O 
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/ da 17 d'q 


"Uu u qo: ) n+ O07). 
两 式 相 加 得 
20= iS q i sg ) | 
NE dp? 2. "i ) hto. 


EHE ERIE neJ. 1: E 4831] 
_ 1 dg `à ,fdg N ， 
s= Ci 1 | Cas ) | t00. | 
这 上 示 对 不 大 强 的 激 波 , 在 二 阶 精 度 内 , BOOR ZE ITEE 


度 的 平均 .如 果 9 是 p 的 二 次 函数 ,那么 上 述 结论 吐 是 精确 的 了 . 
根据 上 上面 讲 的 ,我 们 就 可 以 得 到 - :个 求 x 寿 面 上 流动 的 较 简 


单 的 方法 : 
1° Hud Lf Ae ;0) 作 特征 线 , 其 斜率 为 
到 = 这 
dx alfian y"? 


每 条 特 行 线 上 部 带 着 ， s Apt =a fo )); 
2° 记 下 特征 线 相 人 交叉 的 区 域 
3° 出 特征 线 开 始 相交 的 每 一 成 Gx t, ) 始 发 一 激流 ; 
4” 从 每 点 (x ,&) 并 始 积 分 流泪 曲线 的 微分 方程 


dr 
一 ~” 一 „t + 
di glxi) 


Hopg(x, )= (a. 十 &- 这 个 gx 四 是 激 波 速度 的 一 个 好 的 近似 . 


这 样 香 到 的 只 有 激 波 的 解 , 对 激流 出 线 HE A EART 
afp > aip -) Ir 'a!(0)<0, 因此 有 p ->p BIETE B j 3 #F 
(2.18). 
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$3. 一 维 气体 动力 学 


3.1 流动 的 一 般 方 程 ,热力 学 概念 


本 他 将 要 讨论 的 问题 与 流体 动力 学 方程 的 - 般 结 构 有 密切 关 
系 .这 些 方程 完全 表征 了 流体 的 光滑 运动 , 它们 是 出 下列 物 理 规 律 
导出 的 : 

1. Jr er THI JA FE; 

2. 动 基 守恒 定律 ; 

3. 能 景 守 恒定 律 (或 状态 绝热 变化 条 件 ); 

4. WREN HE. 

A e F EI S BJ A A R 28 E kek E — 4 p E BJ Wa AR 
A TSR aep E Sei T RW Ra - S y, 
HPSS O FER {4.2). (4-A RILIR Aa EE C Lk, a tu Jy FEE 
为 第 四 章 中 (5.27).(5.28) 和 (5.29) 式 , 即 


到 +(Yap=0， (3.1) 


1 


de F, (3.2) 
PË 


d 
de 
d 
HH pp evia N mR EE JEA. EE ARETE, F AAA. 
出 于 气体 动力 学 与 热力 学 慨 念 完全 交织 在 一 起 , 因而 在 这 里 
我 们 要 以 适当 的 形式 引进 : 些 热 力 竺 的 基本 概念 - 
在 每 时 到 ,流体 介质 中 每 一 点 者 存在 一 个 用 盯 力 m, 温度 TT， 


1 
Vp+ 
p 


=V), (3.3) 
p 


ERS AAA. EA E eS Br rh Rr AAE 
AR I. CAL An TLALE IE Hh arawa pr AR ES A p(T) BJ rA 
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数 , P atik pul RIRA 
p=ftp'S) 或 pagir. S). (8.4) 
我 们 称 上 而 的 方程 为 介质 的 热 状态 方程 , 
所 有 的 实际 介质 部 有 个 基本 的 特 生 : 住 妨 保持 不 变 的 情况 

下, 此 力 随 密度 的 增加 而 增加 , 即 有 
L. (0,8)>0.8 (z, S)<0. (3.5) 
H PRITE A S P misis sqa a 


"i 


=E=. (pS). =r g, (z , S). (3.6) 


JER T E HERI hte Pa aE . 
xT FIEDLSÜN, Aiet, SRi F uB, elit, der ERE 
gu. S)>0. aT 
我 们 再 如 -一个 假定 
g(t 9)>0. (3.8) 
AREA RETIA -ARAT MAER gE y 
fp UE IK JY BJ Py St E Aot fr Bh B fE B9 EAD R, 即 当 介质 从 
— AREE 53 :状态 时 有 


- 1 ` 
de=Td4S— pa |. (3.9) 


yq B] 8 q P T'a ST hb y a f SP Bh RK AB BJ EV Tr, XJ S PI W: +i 
程 , TdSAKT ETIS 2 B. 
用 (3.1) 式 可 将 (3,3j 写 为 


ae P dp ， 
dt p dt (3.10) 
HAAG. J: 18: BT 45 #ll 
dS 
了 一 一 一 . G Ehe 
i? Ü (3.11) 
AE 对 连续 流动 , W Sa J d Y E. WW BL. 38 38 (3.11) 


HJ; B iñiq SR A E BA .出 此 可 以 推 得 , RERI S E J a 
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的 , 只 要 流动 契 连 续 的 , HY OE S AZ, p= f(p). 这样 的 流动 我 们 称 
3.2 一 维 不 定常 流 ,简单 波 
对 一 维 等 丹 流 动 ,体力 下 =0 时 方程 (3.1).(3.2) 引 科 化 次 


Pr up 二 pur =0, 
I i (3.12) 
Li, +u, = — B. . 
p 
状态 方程 为 
, p= p(p). {3.13} 
利用 (3.6) 可 将 全.1 久 的 第 一 个 方程 改写 为 


u, uu = —ep p. 
WR SBS, Pi Ee R ph PR 3. 

MERTU AN ARGOT AR A AA A. BI RL 26 E 
TALAF H ERRES ER 3859 aea. S= So 
p=p Tp. =u. Hp", R Par. S, pa Su h AL fp. u fÉ A Tr 
3.19), 888", ar 的 高 除 项 ,得 到 线性 方程 组 

7 fe p? H pou? = 


Pa 一 一 CD 


其 中 国 一 ep) 一 0. WB Eu. 得 到 


ep 


hr I pE hp" 的 波动 方程 , 这 斌 是 说 小 扰动 {声波 以 卉 
Eie 播 . 

我 们 知道 任 可 短 男 数 Fz 的 师 个 一 阶 倘 微 商 的 线性 组 合 
aft bf. 是 表示 dx : dy=a :6 方向 的 微 商 .在 方程 引 (3,1 人 的 每 
个 方程 中 ,p， WR WA DA PIA RIAI RITATER 8.12 MA 
EeB9 E BB zk PEH A EA ER AR R P p u ARA 
Hre — Jr ar. a T Ik i pax. Ae AAI p u ART 向 称 
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Ayh ol. 


现在 考虑 (3.12) 中 两 方程 的 线性 组 合 


2 ` 
u tut in), +ip, + (Zu 一 六 je: —0. 


TFR Fu. pM RHA EE PJ Cta exa J F BJ 9 R H. 
Ee o z, ) WL PK MRE 


x, =(u Hip), àx, =[)u+ -2 Jte. 
出 此 得 到 
=e p, 
内 此 有 两 个 特征 方向 
x, 一 (十 CE x =u Ehe. 
XF (3.12) J — ATE RY Bu (x t). pix t) 方程 这 = u + csi fE 


xF MLE T RRRS EAI REER, REEE : 


C.: Saute, 
C: Eue, 
TENDE RES A 
i £ t 0 HC, 
e s 


MIRADA, Ri] 
"=Up) 十 二 常数 ， HCO. 
=p u= EL GBC, 


K=] -E dp. (3.14) 
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Ep) tut Reman hA E X Sha A. 对 方程 组 (3.12) 特征 
C BIC 在 ap 平面 上 的 映 象 广 -和 六 PE Bbk AS 18 83: pir FS t W 
MERTI Aup PALI FHER. 

HeRR ER ERD UJ B9 A. 我们 可 以 区 别 为 三 种 类 型 ,第 - 
种 . 存 九 内 5 一 和 一 常数 .& 一 zto 一 党 数 , 这 时 我 们 说 流动 其 有 党 
状态 .这 时 区 域 刀 在 wp 于 而 上 的 瑞 象 古 个 点 (wo pal. 第 二 种 ,在 整 
Diri r= ri == i 9 Rs = s 一 常数 ), 这 时 区 域 万 在 &p 平 画 上 的 机 
象 是 - -条 厂 ; 特 征 线 (或 三 特征 线 ). 第 三 种 是 7x, s 都 不 是 常数 的 一 - 般 
流动 .直面 我 们 讨论 属于 第 一 种 情况 的 解 . 

如 朵 流动 有 一 个 Riemann 不 变量 处 处 是 常数 , 这 种 解 称 为 舌 
单 泪 . 由 于 共 常 状态 区 威 中 穿越 出 来 的 一 类 特征 线 全 都 携带 着 ~ 
个 常数 Riemann 不 变量 , 困 此 与 常 状 态 区 域 毗 邻 的 区 域 总 是 简单 

为 了 说 明 简 单 疲 是 如 何 产 告 的, 我 们 考虑 - -个 一 维度 动 异 
型 : 一 -六 x 轴 了 延伸 的 长 管 中 的 气体 流动 .初始 时 气体 是 议 止 的 , HP. 
HAR E po 气体 的 运动 是 由 管 端 的 活 秘 运动 而 引起 的 . 设 少 鹤 
在 充满 气体 的 管道 的 碟 端 , 其 坐标 在 :二 0 村 是 x 二 0, 在 t 二 0, x 之 0 
中 气体 的 状态 是 速度 4 一 0 PE e (sË o= p HB S= ,活塞 的 运 


Jm 5-9 
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溃 在 x 于 而 二 用 -一条 自 坐 标 原点 灶 始 的 曲线 x 二 天 ( 间 表 示 , 即 活塞 
的 元 这 ,显然 活塞 的 轨迹 本 丑 也 是 条 流体 质点 的 加 迹 ， 
Wu 一 es 特征 都 是 其 均 可 济 区 域 中 的 x 轴 了 上 发 出 
HRS -DHRC 特征 线 都 有 
UP) 一 4 二 常数 . (3.15) 
过 为 在 1 一 0,X* 字 0 有 ww 二 0,p 二 po, 因此 这 个 常数 为 (po), LAIRA 
CIFAER, 这 个 常数 是 相间 的 .因此 ., Riemann K ig Ko) usk ge 
为 常数 . 陨 在 可 以 利用 另 一 类 特征 线 定 出 诸 流动 变量 . 
mt u= kpd (3.16) 
H rC. kek 2k Bir 38 ak hC bk rh qia = 0,e= e, p CU A 8 F S 
出 的 Cj: 特 征 谎 和 和 从 活 赛 工 发 出 的 C, 特 征 线 的 分 界 特征 线 
Ch x= cat. 
H Ari Siou T m LIR ETAko u= (p) 上 ,这 条 曲 
线 上 的 每 一 点 对 应 于 流动 区 域 中 的 一 条 有 曲线 .实际 上 , 沿 每 条 自 


活塞 上 发 出 的 C- 特 征 线 ; E oute, 有 Jp) 上 ze 一 常数 .又 ,由 


于 人 .15 处 处 成 立 , 于 是 沿 每 条 口 .特征 线 有 2 .p 是 常数 ,内 此 沿 每 条 
CPIE Au te= HR A AC HER ER, 以 后 我 们 
称 人 .15) 处 外 成立 的 简单 波 为 用 应 其 音波 而 (3.16) 处 处 成 立 的 泪 
为 二 加 简单 臣 . 为 了 完全 确定 问题 的 解 , 我 们 要 用 活塞 上 给 定 的 边 
办 条件 .如 果 活 塞 钮 迹 是 xz 一 已 站 ,那么 边界 条 件 为 
u= X (t), fEx= X(5 l-. 
PLK T L 38 rk nj 1 43 Ta, SW pc E rF RS 88: 
r= Xto), 
u= X (t). 
-TAERE SU W a 活 蹇 瞬时 地 加 速 到 以 -- 常 速度 
一 人 后 退 .这 时 组 成 简单 波 的 局 ;特征 线 族 退化 为 一 此 过 原 
点 (5 二 0,t=0) 的 直线 ,这 种 簿 单 波 称 为 中 心 简单 溢 . 这 时 在 活塞 附 
` 246 ` 


近 有 一 -个 一 一 VY,c=ot(p 一 pp 的 常数 流动 区 域 , 这 旱 p* 中 一 六- 
Hp*) 一 一 J 了 po) 定 出 . 初 峻 未 扰动 区 域 向 这 个 区 域 的 过 渡 是 通 过 如 
图 5 -10 所 东 的 中 心 特征 线 扇形 , 在 这 筷 形 区 域 中 所 有 ,特征 线 
迹 于 原点 x 一 0.1 一 0, 对 这 个 区 域 可 以 用 
wt cl(p) = 
a i 
”于 


定 出 解 w 一 下 地 小 p 一 以) 这样 “个 解 在 中 心 点 x 一 0.! 一 0 处 . të 


u pie A ERII, 但是 在 以 后 购 运 动 中 这 种 间断 去 即 被 平滑 掉 - 这 
里 我 们 得 到 了 - -个 初始 间断 立即 分 解 为 连续 流动 的 皮 型 例子 ， 


二 二 = 


F 5 -10 


办 为 0, 特 征 是 直线 ， 可 以 证 明 其 色素 < 随 * 增 加 而 增加 . 


实际 上 由 名 1D 和 (3.15) 我 们 有 
dute) UWHA dpo) 、 
du dip) edp 
这 个 不 等 式 是 根据 {3.6).(3.7) 得 到 的 , 山 (3.15) 和 di/dp 守 0、 
dp/áp>0(0H (3.5). 可 以 看 贞 , 质点 容 越 前 癌 简 单 读 时 , 其 压力 变 
和 化 祁 速 度 变化 有 相同 的 方向 .穿越 后 条 简单 波 时 则 是 相 扩 的 . 如果 
气体 上 质点 穿越 简单 波 时 上 奈 力 、 密度 减少 , 我 们 称 这 种 简单 被 为 
W ZAER . 
如 果 活 塞 是 加 速 推 向 气体 , RHEE XG >00, EZ H: 38 
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0. 


塞 加 速 推 进 所 产生 人 的 族 缩 波 的 吾 特征 钱 将 会 彼此 相交 .这 时 流 动 
PED H RERET. 3SJE Ka , 当 旋 动 中 出 现 激 波 时 , 我们 要 
重新 市 查 烂 为 党 数 和 Riemann 不 变量 为 常数 的 论证 .但 对 入 2} 专 0 
的 情况 ,活塞 问题 是 完全 可 解 的 . 


3.3 AROR 


在 上 段 中 我 们 看 到 宁 始 问 断 有 时 会 被 焉 滑 掉 ; 而 在 归 外 的 情 
m F. ERER. 节 不 能 保持 水 证 连续 , 而 会 出 现 间 断 . 例 
如 , ws WP api ae Bn, OSOR. 即使 活塞 的 这 个 册 速 度 
卡 常 小 ,人 也 终 将 导 敏 计 流动 变量 发 生 间断 . : 
为 了 讨论 县 有 间断 的 流动 , 我 们 首先 此 推导 通过 间断 应 满足 
的 跳 贱 条 件 , 再 利用 这 些 关 系 式 讨论 濑 波 过 渡 的 一 些 基 本 性 质 . 
对 一 维 不 定常 流动 ,方程 (3.1) 一 (3.3) 可 以 改写 成 
p tipun =Ü, 
(pu) Hepu +p) =0. 


` 


(spe) + EE petp)) =n. 


如 果 流 动 在 x* 一 E 电 上 上 发 生 疝 晰 ,那么 出 第 四 章 有 5 引 理 7 下 导出 下 
列 在 间断 线 上 满足 的 踊跃 条 御 : 

—U[p]+[pu]=0, 

—U[pu]+[pu*t+pl=0, (8.17 


一 U+ pellaf e +pe+p)|= 0. 
这 里 [表示 癌 断 跳 量 ,DC 一 上 四 是 问 断 线 的 运动 速度 .为 了 方便 ,我 
TIELA APEE FIRT I E Ev: 
u =u; ~U G=0,1) 
TARSO, 14A AAR E ETA AA TELO B R 
Poto T p = M, (3.18) 
Pov 不 pa= pv 二 pp;, (3.19) 
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Ur , 
a Hpota= +e, piti. (3.20) 


2 
RERI ER AERE AA TE y i e Mh pas FOB 
定 流 体质 点 是 出 (0) 穿 过 问 类 到达 (六 : 


fim=0. 这 PA ATEEK AIRALS. 这 时 没有 质量 通过 间断 
于 是 有 bu 一 Di Cha aD IH(8.19) Ep: =p 且 能 量 关系 
(3.20) 是 自动 满 吓 的 .对 - 维 流动 , 穿 过 间断 时 .速度 是 连续 的 ,但 在 
贡 维 流动 中 通过 间断 时 ,法 疝 速 度 是 连续 的 ,而 切 向 速度 可 以 有 全 
蔓 的 问 斯 .因此 ,接触 向 断 有 时 亦 称 为 切身 问 是 (或 请 移 面 ). 

Bem A0, BUAIR SEAP, BEEE RIMOR = 
在 大 多 数 的 理论 和 实际 应 用 中 ， 者 假 钉 气体 是 多 方 的 ， 
PSAP MAIO = Ser. AHAA E 方 指数 (对 罕 ， 0. 

中 是 定 容 比 执 ,对 多 育 气 体 述 有 下 列 美 系 式 


a FP . Pr J] p 
e= . Ë= = - 
p "1 >ş—i p 
RIRIA ~Pa B 02 um u p 838 
Pr Pe 
D, 
XE 方 气 体 . 可 将 关系 式 人 ,18 一 (全 .20) 改 与 成 
"+ 1 L- 
= 1 = Z ' 一 一 上 ` 2 
Ra He ; | 1+ 2 z| (3.22) 
| v+] ap :一 1 +: 
pipe 一 | -一 > | 1 一 一 z a: 
2 | (3.23) 
- “1 . ~ 十 1 4)! 
d/i=A+ 1 2) | 1+- 2| (3.24) 
` PARI e 2y - 
a 
a A ET 
na Ze =] L+ z. (3.25) 


Bu: JEPIT Da C 8 PER DAY d P 11 r “Pb I5 As PE I, 
EOE i crlnA=crlntpe ), k 是 可 以 得 到 


S,— 8, Ë Qta) (+ Tà | 
=]n . 
ytl 


Er 


(3.26) 
穿 过 激 波 要 求 满 是 坑 条 件 S, —- S,>0. 出 (3.26) 容 易 推出 z> 0, 即 
pipa. F Ae A (8.23). (8.24)43 2] 

Ppor e >e. (3.27) 
利用 (GB.18). (8.19 A Wa 3 F. RITH 
p, ps - A(S)os TAS ~ 全 opi Cp) 
P, O. P, TPs Pi TP 


U u 一 


= A (So) Pn i yA Sop "= e (ps; So)= ci, 
这 里 py 是 po 与 py 之 间 适 当选 取 的 中 间 位 .所 以 


Vot > Che (3.28) 
rH(8.18)81(3.27)98 S Ev > n TERI y ER RA 

[ol eo. (8.29) 
用 则 样 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 

lua. (3.30) 


FTA, RATER] Y; HESTE. ER. BOE ERAI. 
更 确切 他 说 : ZF igp eE T E EE E U AR n. RI i pi, 
流动 速度 在 波 前 为 超声 速 的 , 在 滤 上 后 为 下 声速 的 .应 六 指出 ,对 … 
般 气 体 , 具 要 满足 假定 (3.5) 一 -(3. 纯 , 荆 面 的 结论 都 是 成 立 的 ， 


放 为 一 个 可 加 工 面 的 请 激 波 关系 式 精确 求解 的 例 了 , 我 们 考 


虑 -一 激 滤 在 固 辟 而 上 的 反射 问题 -一 个 后 边 状 态 为 党 速度 xi 的 激 波 
阵 耐 冲撞 介 一 图 辟 上 ,并 从 壁 而 二 被 反射 ,我 们 求解 反射 后 购 庄 力 . 
> F 40,123 ë 2; A rau mj ka 938 2, 这 时 状态 (0) 是 由 
uo =Ü, po posco Pr k tE ih iF 250, FERJER 2 S E RS G 
ABIS -11). 
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Wait ERHAN r 


nf 


Fg] 5—11 


AA Boe IE Z z =(p —p.)/p.. 于 是 可 利用 但 .22) (3.25) 
定 人 射 波 后 的 状态 人). 令 加 一 加 ,一 PP 为 反射 波 强 度 , 出 于 反射 
ie e IA Bila sh by t HI. 适当 的 改 空 公式 中 的 符号 , rH (3.32) 
有 


站 1 十 y > zr 1: 
在 壁面 邻近 的 区 域 中 , 气体 必定 是 静止 的 , T Rot u; = u, =0. WE 


得 到 关系 式 : 


zal co |a to | 


Éu. cHe 朗 示 出 ,于 是 二 


Cl Č] Co 
z - 一 f = . 
[Ë +z; ) {1 + = >, y" fi + rtl >] rs 


i 


这 是 zx 的 -一 个 二 次 廊 程 ,容易 看 出 , 它 的 解 巷 
a=: FPZ; | 
这 是 反射 的 一 个 基本 公式 .我 们 知道 线性 波 产 生 的 "声波 "反射 , 超 
奈 比 人 :一 py 人 ,一 上 一 2, 这 表明 声波 反射 后 超 压 只 增 加 : - 倍 .而 
对 于 激流 则 是 -一 种 完全 不 同 的 情 沈 , 对 一 个 弱 的 人 射流 z; 30, + 
Ae rd Hb Ze ~z + 因此 
P. -p = 2(D, =Po). 
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这 和 和 声波 反射 的 情况 相 一 致 .但 对 强 激 波 z1 — oo, 这 时 有 za 
二 27/(7 一 了 ,因此 
Dp (gy D/A -DD)=8 (Ny=1.4). 
这 表明 强 激 波 反射 后 在 璧 面 的 虚 力 星 著 邮 增 大 , 亚 然 ,这 是 个 有 
重要 意义 的 事实 ， 
3.4 Hugoniot 曲线 , 激 波 的 确定 性 
为 了 后 面 讨论 Riemann 问 题 , 我 们 还 需 对 激 波 上 的 关系 式 作 
一 些 进一步 的 讨论 .为 此 我 们 推导 对 激 波 的 Hugoniot 关 系 式 .由 
{3.18) 和 (3.19) 训 得 到 
To (p, UD = Volti — D). 
TÉP, P = vlv, — n). 


将 两 式 相 加 ,于 古 有 


(To HTP, p|) =L — D, (3.31) 
利用 (3.31), 关系 式 (3.20) 可 改写 为 
Toop, p)=e—e. (3.32) 


此 式 可 以 解释 为 : 穿 过 激 波 阵 面 时 内 能 的 增加 是 由 于 进行 正 缩 时 
平均 庄 力 所 作 的 功 造成 的 . 关系 式 (3.32 只 含 热力 学 基 , 而 与 速度 
无 关 , 因此 特别 有 用 . 它 是 由 Hugoniot 首 先导 出 的 , 因此 被 称 为 
如 果 将 p.z 作 为 独立 变量 , 而 将 e, S 都 看 成 是 pt 的 函数 , 我 们 
可 定义 -个 Hugoniot 东 数 : 
HG.p)=e(z,p) —e(zapa) + (zu TP+ po) /2. 
对 给 定 的 (56,po), tp 平面 上 满足 H(zr,p)=0 的 点 组 成 的 曲线 称 为 具 
有 中心 (ro,po 的 Hugoniot 则 线 . 当 激 波 阵 面 一 边 的 值 (ro, po 给 定 
时 , 激 波 阵 面 另 一 边 与 三 个 激 波 关系 式 (3:18) 一 (3.20) 相 容 的 所 
有 (+,p) 值 全 落 在 这 条 曲线 上 .下 如 下 面 将 要 看 到 的 , Hugoniot 曲 
线 上 p>ps 部 分 表示 (To,po) 为 波 前 状态 时 , 所 有 可 能 的 后 边 状 
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A pE p RRA RRT py 为 后 边 状态 时 所 有 可 能 的 前 边 状 态 .出 
十 这 条 曲线 与 速度 无 关 , 因 此 用 它 来 讨论 激 波 过 渡 非 常 方便 . 
对 和 多方 气体 , 我们 有 


这 里 赂 二 人 y 一 VG; 十 和 ). 于 是 

2a Hü .p)= (z HTP {to — p’t)po. 
容易 看 出 , l (zu, po 为 中 心 的 了 ugoniot 曲 线 是 等 轴 双 曲线 , CA 
有 左 计 近 线 (参看 图 5 12) 


T= HTa = Emm Ü. 


b 
| 《ra r) Cp— pu) = (u"a) 
/ 
| / x 到 
| X 波 前 为 (0) 状态 的 波 后 状态 
+ 
Pa 1 | tr tot pe P= Cun) 
| 波 后 为 <0) 状态 的 波 前 状态 
| | yy 
L <“ _ 
Ü ro T _ - 


#51 

(ETE SEBE BB 4058 BARNEH Hugoniot MRAR A A. 
直面 我 们 将 看 到 在 THugonioth RARI. Fe 
成 立 : 

1. 给 定 激 波 阵 而 的 一 边 的 状态 (0( 即 (70,po) 忆 知 ) 和 激 波 速度 
,就 决定 了 激 波 阵 面 男 一 边 的 整个 状态 (1). 

2. 不 管状 态 (9) 是 激 波 前 还 是 激 波 后 的 状态 ,给 定 状态 人 0) 和 速 
度 本 就 决 刀 了 激 波 隆 面 的 速度 乙 和 整个 状态 上). 

3. 给 定 状 态 {0) 和 上 压力 mp 号 决定 了 激 波 阵 而 的 速 庶 和 和 整个 状 


态 (1) 
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为 了 证 明 这 些 缚 论 , 对 以 fr pn 为 中 心 的 Hugoniot 出 钱 作 由 
下 的 假定 : 

(H) Hugoniot Hik. 当 庄 为 山 零 变 到 无 穷 时 ,rt 倩 在 有 限 
TRE nn P Tmint AE E; 

(Hj Hugoniotiik a “ta TEER. BTI 8 dp/dr<0, 
HÆ paak A d pdr >0; 

(H) ”每 一 条 过 中 心 e po HER H RE ETATS 

. NJ 2 S Hugoniot tiA RETA, l 

对 EHUR. LETELA ARL. 

现在 我 们 证 时 结 论 1 一 8, 当然 这 里 还 需 假 定 , GE. 
旦 力 起 增加 的 .向 激 滤 上 的 关系 式 (3,18) 和 {3.19) 有 


-m= piim Ae, (3-33) 


ATE tapo i P*O p yl — m: AFEIRA 2k. HH (H;) HI, = 
Hugoniot 曲 线 只 有 -个 交点 , eye a R ER o. p) TE u, 
AA RGBA ASEH u = U mn. tAE. 

A ALAE. RIA R1(3.188009.19), 容易 得 到 


{Ta tz )(po POS (tu: va), (3.34) 


由 已 知 数据 给 出 了 古 绒 项 (一 0 二 (1 一 0 六 .为 了 确定 {51,p7). ll 
TRAL Zk: 

z (p, —p)= —(u.—u) 
#iHugoniotili P AOR HRR R Em >00. JEH) A 
HAEA ART RAIRA FRE (0) ER E ny AE E a n 
两 种 可 能 情况 (参看 图 5 12). BRER UARA) E 22 H KE 
REHE. 

对 于 第 一 个 结论 , 市 于 状态 从 ) 和 和 pi 已 知 ,由 假定 (HH) 和 (H;) 就 
保证 了 有 -个 及 只 有 An AEH. pmi 3Kas (1) 6 L t Bi 
sm F he ,可 与 前 面 基本 机 同 的 方法 求 得 . 
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3.5 Riemann 问题 


MERHEM LAZH E AMR T Riemanni] ei: 
UPR R HI AE iqi aii 初始 时 , A> 
体 处 于 给 定 的 常数 状态 (7): g. p. p. 4 过 气体 位 二 由 处 于 络 定 的 
常数 状态 (站 ,pi ,fh ， pe X $J 
BIP SRA PakiSi: a =u =0, PR DO E nai. 

AAE EH PE PS Al k i#Riemannin] BB, Pi an H 
Riemann Îi BEDAE K sis ANIRE E 35] fe. 个 天 一 般 性 ， 我 们 六 
妨 假 定 P, €p: u, =0. 

为 了 求解 Riemann 癌 是, RITE ARE ,p,) 的 后 边 状 
B ike. 曲线 : EnA ti R Erer 的 上 半 支 是 Hugoniot 册 
线 , 它 是 当 (r) 为 波 前 状态 时 通过 个 激 波 可 以 达到 的 所 有 后 边 状 
AREER; r> BJ F 2 32 k Se GEAD R, 例 姐 对 多 方 气体 ， 
即 为 pf: = 常数, FE K) Fo SAO. p.) FB: b r; HB 
H EREA u iA u 一 Hp N W S ( Se 82.2). 

g- 于 线 上 的 什 总 一点; 就 确定 了 从 (ti p aid- - 
个 稀 遍 波 到 此 点 所 表示 的 状态 的 叭 -的 过 渡 . 由 于 (Gt, o p EAH, 
因此 质点 是 从 右边 进入 激 波 { 或 稀 疲 波 ) 刚 ,这 种 质点 从 右边 进 人 小 
PEAS EKA BÓ i. 

Epe, 可 用 同样 的 方法 定义 (5 ,pi) 的 后 边 状态 ,或 (zi p) 
的 有 出 线 . 册 线 上 的 一 点 . 傅 定 了 从 tt; ,pi ) 绍 过 一 个 激 波 或 “个 稳 
蚊 滤 到 此 点 所 表示 的 状态 的 过 渡 . 这 时 质点 是 从 左边 进入 波 沾 ,所 
#ETIBS E bL: E HRPE 

Eio = Waw E X AA p ) 的 g, WREG ,pi Ig; 
FRIR I A 5 A Hl 2k SF r. Ba, [raw ETA. Fer 
ien peie. HER Mo wA RRIT). HE ,pi Be, HH 28 
We RRES AKS 13). 

MERRI -状态 (人 p O AtA eE. 
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BRED 个 接触 癌 断 面 , 一 个 常数 状态 (a) 和 和 -一 个 右 中 心 波 过 
渡 到 状态 (7, p 参看 图 5 -14), 这 里 中 心 被 是 指南 原点 zx 一 0 一 0 
发 出 的 中 心 等 粮 稀 朴 波 或 激 谈 . 


ËJ 5 一 14 
我 们 在 zp 半 面 上 来 求 这 个 艇 .两 个 趾 间 状态 OM (a), 它们 分 
加 为 状态 人 和 (的 后 连 状 态 , 即 分 别 对 应 于 g: 和 g, 上 的 两 个 


水 平 线 p 二 常数 表示 , 生 两 中 间 状 态 (q),(5) 的 速度 必须 相同 .对 右 
边区 中间 状态 (a), 由 微波 条 件 有 
. u, —u, =[(p, —p. Xr, —s, )]'° 
(WK Lu, =0) SE HH W gk ak AAA 
u =L (r +i (ta) 
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ñi] XJ 238 83 |: ak as (by di 
ia — l = Lp —p XT, TT y] 
u, —u 5h (z )—L (t. ). 

RIETI ARTE. = r, 和 rm — +z, 处 是 连续 的 .而 且 我 们 还 注 
意 到 不 能 在 中 癌 状 态 问 再 “插入 " 激流 或 稀 玖 波 , 因为 不 能 比 配 速 
度 使 之 满足 各 波 上 的 关系 . | 

为 了 求解 Riemann 问 题 , 我 们 具 须 证 明 : 总 能 找到 一 水 习 
恬 , 使 它 与 两 出 线 的 安 点 处 的 & 值 是 相同 的 . 

对 p 一 co; 水平 线 与 两 8 曲线 的 那些 交点 是 在 $5 曲 线 的 激 波 部 
分 ,两 个 r 什 分 别 趋 二 它们 的 最 小 值 ,而 & 曲线 上 和 gg, HZ Lu fB 
差 满足 


F. 


线 


E u — — x, 
另 方面 , roop- 0) B$, p= ñ 3 e HRAT Tü i 
部 分 .又 


ee 
=f 7 dp, 
因此 , ORL ORATE, T 
Su. — u +L G HE (t, Y. 
= 
u HE lu +L (z. )2>-0, 
则 总 有 一 个 解 w —u, =0, 35 
wr Hh (ri )+ L (z, )<<0, 
RIE Wi T JC TK E EE Sh pu 21 28 BJ S 25 Bh Bi, Pa , ERAP 
# —p==0RJ ë EE, . 
因此 ,每 一 个 Riemann 问 题 都 臣 可 解 的 . 解 的 结构 情况 如 下 : 
i) $ru £ PIB] 
[lh (uth GG {p 一 GE Cr DE G )— r 321 
中 , RIE- BB akin :向 右 的 汕 波 .因为 ztr )<r ,因此 
:207 


这 种 情况 还 包括 到 过 0 的 情况. 
ii) u 在 区 癌 
->h {nh (t) (Tr HE (z )1 
路 ， AT D Ra, 可 能 有 空 腔 (p 二 0 的 区 域 ). 
111) 在 
ww >{[p: pE u DIE oi p 
则 为 两 个 激 波 ， 

初 值 问 题 的 解 .对 一 般 的 初 值 问题 ,Godunov 最 先 提出 用 下 列 
方法 求解 : 将 初 值 近似 地 看 成 分 段 常数 , 然后 求解 -组 Riemann 
问题 , 每 个 这 样 的 Riemann 问 题 的 解 称 为 - 个 扇形 解 .例如 我 们 将 
cH KARR RIEK H ik GDA] ,i 二 0. 土 1, 土 2, …, 将 每 
个 区 间 上 的 初 值 近似 地 当 作 第 数 , 了 起 , 对 每 个 相 名 的 两 区 间 , 可 
解 一 Riemann 问 题 , 这 个 解 可 以 一 直 推 进 和 天 时刻 Az, At 满 足 条 件 
Ai/h<1/(28y, 这 里 s 是 所 出 现 的 最 大 淮 波 速度 或 稀 琉 波 速 度 , 为 了 
对 下 一 上 时刻 # 的 推进 , 必须 仍 用 分 自贡 数值 代 符 上 - - 步 竺 到 的 杀人 
为 此 , 就 纺 选 取 这 些 分 且 常 数值 .结果 证 明 几 须 在 符 个 区 间 上 取 一 
随机 点 , 用 这 随机 点 上 前 -落得 到 的 解 值 代替 这 区 问 和 的 状态 , Wi 
后, 又 可 以 解 一 组 Riemann 问 题 , 

条 件 A&j 玉 过 17(28) 是 以 保证 由 每 个 Riemann 问 题 得 到 的 WEAS 
ZME E H. AAR a EE G. 可 以 证 明 总 可 以 选取 
时 间 步 长 Al 满足 这 个 条 任 . 旦 当天 一 0 时 近似 钥 趋 于 官 什 问题 的 能 
解 .但 并 未 证 明 这 个 弱 解 满足 炉 条 件 . 若 初 值 的 总 变 差 二 是 很 小 , 近 
似 解 是 否 妆 化 也 未 得 到 证 明 , 然而 数值 计算 经 验 似 乎 表明 近似 解 
是 收 伍 到 精确 解 的 ， 


$4. 平面 定常 流动 


41 基本 方程 ,速度 图 方法 


一 维 . 和 定常. 无 旋 、 等 炉 流 动 也 是 “种 较 简单 的 流动 .如 果 令 p 
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Dp Fa KCN RIE AUE A. ee WU F Epke. yI) eK 
P ee ps Egi MS Sr Jr hga E B Hix. yh PA ky. PK 
时 守恒 方 程 (3.1)、(3.2) 果 写成 
(pu), + (pu), =Ü, (4.1) 
(ie), +(puu) +p,=0, 
(puu), 十 (po + p. = 0. 
下 而 我 们 尝 限 于 讨论 流动 是 等 简 的 情况 ， 即 疡 = 一品 (p )， 
PNS 0. J u as UT 2 S pk: 
u — e = 0. (4.3) 
考古 动量 方程 作为 可 化 为 


(4.2) 


c? 
uu, um, ty b. 


=0. 
e 
BU, + DD, kana =0. 


Holi =dp/dp. eht ME, 8BJ(A.3y. LA RiT 33 R, 


:+ Ë s i 
v| 7 | +Í £ ajo. 
2 P 


J hk. of {E Bernoulli J Fe 


1 . . 1 ' Mara 下 
TEUS q, = W 0. (4.4) 


lur|u(6)= [ar ID grin E Eg AAEM, Hp DH. 


qg ~q” qg 起 p 一 0 时 的 极限 速度 . 
E HO RE LAET ; I, 


Ht ee (4.5) 


iti] = S je, = Hgy Hi Hli t ri EH 


人 $ I IE BETU? Jj. 我 们 PELi FE I FE FHL 8004.3). (Lap 
pO EAE Hg = L PR E AA. 


` 253: 


有 从 Bernouli 定 律 有 


2 
ud + ud do = 0. 


利用 这 个 关系 式 串 以 将 质 盟 守 伍 方程 (4.1D) 写 为 


t thu, — uutu, ju, Hit vw) 0. {4.6) 
ADARE E MERR O y) Ea 
@ =u @ =u. 
(4. 的 可 化 力 一 个 对 由 的 一 阶 非 线 许 微 分 方程 
(e 0 )0 .— 2, $ ó$. + (e E) 9,=0, {4.7) 


c 是 二 让 十 由 的 已 知 函数 . 类似 地 由 (4.1) 可 以 引入 个 流 函 数 
”fx 使 得 
I. = — pu, p, = pu. 
二 是. (4.3) 亦 可 和 化 为 一个 天 ] 汪 的 -二 阶 非 线性 微分 方程 . 
AT AE Rill A Machi M: 
M= gaie, 
方程 (4. 字 的 特 往 线 满足 方程 
te- u2)dy2—2uudydx + (e2-- u2)dx* =0 (4.8) 
成 
dy uote YM 
dr e u 
BR 38 M> 1,M<18I A= H S IRA. Bü Pl HUD 
m I Bh ak B FEE BU tC ys m] y SiC E DR. F y pR pt all la pÉ 
流动 . xC PRE EEN u ii 3. 娃 沦 员 不 能 说 基 己 很 完备 , 全 
还 是 侠 究 得 较 完 分 的 .对 个 流动 中 国 时 出 现 音 二 1 和 驱 之 1 的 区 
域 的 情况 , 被 称 为 跨 虑 速 流 : Pan x PRE yi ipt 8 8 E yl A i 
He. 
FRETA e i shiri REZRZRTEE II JTE -RE 
A 


(4.9) 


BJ (BY (4.61 ar Ale R m ERER RAY. HATS 
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REOR Pufu, 在 这 种 情况 下 ,对 于 Jaeobi 行 列 式 

J= u, u, —U, Hy 

PARERE, ABa AAAA A B Fat AA 
程 组 (4.6).(4.3) 化 为 一 等 价 的 线性 方程 组 .对 方程 组 (4.3)、(4.6) 的 一 
Tiu ua M 0 则 可 将 xy 视 为 2p 的 函数 ,由 


Wr Yu = rb jy, jy, 
aA Hrano) yao ii e REA E 
x. —y, =0. (4.10) 
(E — u2)y, + up(x, Hya) He vr, = 0. (4.11) 


BZ ,#Jacobifi äist 
J= x, y. X Ya =Ü, 
MAIO (4.11) AE oy. va A 3204 .3).(4.6 3 S z. 
这 样 -4xyoe 8 F| E 8 Fu 095838, 3 KRE 
kai: 
(AIER RRO (uu) EIE 
b. =x., = 
于 其 可 将 (4.11) 化 为 
(t) D+ 四 十 (人 一 ,=0. (4.125 
PARRE ó WRR 
Ọ = yut uy h 
EA @ W Legendre 8 28118. Gra E z Ra g) BELerendre zt 
PUF (gu. nu): 
Y = puy  pux—b(x,y), 
HI hb fí 
W. == y. ,= — x. 
UE Ae E F PE P< bk rt FEE e AI -ARED luv ELIT 
HRSS Du 一 四 一 和 0, 它 就 可 以 导致 :个 册 
uaan (x. y) Pi 28 tH EJ L 51. 18] 28 y p (4.12) EERTE A FE, 2 AS gt 
hej PAGE MIEI. ANE —- LT 36 E E n JL + g, HJ # JI r E y al 
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多 种 形式 的 解 .用 这 种 释 加 方法 可 以 得 到 一 些 特 殊 的 很 有 痘 义 
J t ah 8158. 
TEE uv ø Md. AeA H eA 由 和 流 函 数 业 是 方便 的 . Wi 
PEETA A uon RR i 于 
$ u, 十 $ u =u, @ u + $ o. =u. 

Wu +k. D, = — pu. k. u, + k. u, = pu, 
利用 这 些 关 系 式 , 从 方程 人 .3 和 公国 中 消去 zz .vt ,vv ,于 是 得 
到 线性 方程 

pluh, —u $. )+ (ap, + vw )= 0. 


| peu $, +u $. )+ (g*— cuy, — uh. )=0. (4.13) 
IE Euv Tihi F| A Epig. 0) 
u=gcos Ü, v=gsind, 
LIDHA 
$, = 由 
ü a (4.14) 
fd _. 
pq $, =í c? 1), - 
AJES 5 EMEAK bk. J TA METT À F 9 5 a: 
x | g ‘pda. 
F REALA 2 2 
o Amh. 
& = Kisw. 
Hui 
K(a)y= L dyo) _ L 1 T J) (4.15) 
p dg PN e 2 


1 11 oU U Pñ ËH ky 
KloWw + p. = 0. 
这 FPE BU Yanira Jy FPE Koy OI AE p d. Kua) A 
R, 它 的 特征 线 册 
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ü=+ L V 一 Kojda 十 常数 (4.16) 


jk RHAH A e BIR AS EA E TI LAE Jy TEREE, {H rh Ee 
而 得 到 的 便利 aaa m RARER 全 化 ( 非 线 性 化 ) 抵消 了 , 例如 与 
xy 下 全 上 给 定 的 型 避 相对 应 的 如 平面 上 的 这 界 , 是 依赖 十 问题 的 
HERS. 


42 超声 速 流 

当 流 动 是 纯 是 声速 流 时 , HH 38 t a (ky L 3 HJ [B] AE e 
F ueH(4.3y.(4.6)y E A S 3P ii P pH Xu Hi FEE A] 北 同样 可 
衣 Cauchy 辐 是 .这 [时 特 入 线 方程 为 


> uvt /ME—1 
C: 3. = (t.u), 


dx 人 一 了 
. 4.17 
dy uu /M:1 . Ll 
C: = 7 7 = T {u,v} 
dx e u 
PE PS Re HE ZK AT 
Po Ie uw) C 
de (4.19) 
du | 


—=. L (uw) C. 
对 于 多 上 太 人 气体, (4.18) O E E G. o ER E y Stk. uv 
IL 1 Pebe 2k eih, Em Fr m =+, e.) 
AME "E EA a uS (= uq) L. Besi H p E F BJ a T H 
RJE Dh. 
ATA. RI ASOP A. 这 时 质点 的 轨迹 ( 流 线 )》 为 
S=. # G EY EIE EE ea gA SEPERC: WO se fh Et AH) 


x 
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MLM LN. RIERO i EEA E H i eR H. 
jx EAE a Riemann KA 6k. E eE. 可 以 解 
Riemann fi Ei 2 AiE 38 Juj m jH A M E, Hp A EENE 
流动 之 “就 是 绕 Aee ef AT E aN. 
BERK PE g >e a ai EE - L| ik A s£ OLK 
5-15) Ma HAAJ AR — 363 R E a BEA — PL BE 
流动 . H EZMA AREK, 流动 就 下 以 用 -简单 波 米 描述 .一 
AASA dda- 15a), 将 使 上 月 特征 线形 成 :个 只有 内 点 的 


名 5 15b 


包 络 .于 基 , 企 包 络 钱 的 两 分 支 间 的 区 域 中 ,wv 不 青 是 单 值 的 , 这 
种 多 值 状态 , 物理 上 是 不 可 能 的 , 实际 上 , 这 里 将 产 千 -个 激 泪 间 
' 264: 


斯 .而 绕 .个 向 外 普 的 曲 壁 (网 5 一 15b) 的 流动 中 有 ARDE. 流动 
AEREE Bls MAAE MWS RAEE SE) 
ABZ W TCE SBA. Pig EAEAN A 3% Bz g ps R E (rh 
Bernoulli 定 律 知 这 和 逃逸 速度 就 是 g,), 则 在 B1 后 而 的 壁面 附近 将 
有 一 密度 为 专 的 窟 容 区 . 当 弯 遇 段 4B 收缩 为 一 点 时 , B IB 823 9 
拐角, 将 得 到 的 是 一 出 捐 点 出 发 的 下 激 波 或 一 中 心 稀 流 波 ( 见 图 
5-16). 


(h) 


Ë] 5-16 


PK WE [i] BB 1k e R eR. FITE E a a i PE e E uv E A E 
pkaiEuuT mj. I 的 基 左 夏 特 征 线 ,市 激 波 后 可 能 的 状态 可 以 由 


BORER 可 以 和 HA pa = pa IRE (q 0O o eH 
peer HETT RERS Tuv t ALENA. A Y 93 RR. HI 
BTE $5 引 地 7 六 人 (4.1 43) RES AE ARTER F 32 yK: 


dy 
[Loui 一 [pu]= 


dx 


d 
aata 


其 中 dyi dait 9 R 09 RER. Ar 38 PR GR A — A BJ IK EKR 
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成 (gcos0 ,qsin 的 , 寺 - 虹 市 .上 面 的 阅 断 条 性 ， 得 到 极 线 
pa tpog: 


gcos ü= . 
q Pta) 


{4.19) 


WERE, SARERA Ej, 激 波 就 变 成 特征 线 .为 


ERTS pq. 由 (4.19) 得 到 


g-ga )(f — É ) | 
qaf tgh 


cos [一 1 一 


或 

cinla LN 
2 gftaf, 

如 果 激 波 是 弱 的 , 即 0 一 0,g 一 go, 于 是 得 到 


e=) (Soa) to a, 


/ df 
ax +(g—q,) 一 二 fc 
` qf qf Can 
Mq q 时 


2 df _ 1 (s, 
q, f+ qf dg hai : 


=f /—1 deg) aç 

4o pš dg 

=+Í ea dq. 
40 aJ 


于 是 我 位 证明 了， Butia is t-i. Buat aka 了 特征 线 . 


对 多 方 气体 , 激 波 极 线 有 如 图 5 ~ 17 所 示 的 形状 . 
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图 5-17 
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ERKE MIRME 


$1. 孤立 波 的 发 现 和 发 展 


1834 年 英 因 科学 家 Scott Russell 偶 然 观 察 到 了 一 种 奇妙 的 水 
波 .1844 年 ,他 在 《英国 科学 促进 协会 第 14 届 会 议 报告 了》 上 发 表 的 
人 《 论 渡 动 》 一 文中 .对 此 现象 作 了 生动 的 描述 :“ 我 观察 过 一 次 艇 
的 运动 . 这 条 船 被 两 匹 蕊 拉 着 沿 狭 窜 的 运河 迅速 前 进 着 , 突然 , 船 
停 了 下 来 ,而 被 船 所 推动 的 大 堆 水 却 并 不 停止 ,它们 积聚 在 船 头 周 
AHATEA A. 然后 水 浪 宾 然 呈 现 出 一 个 滚圆 而 平滑 ,轮廓 分 明 
的 巨大 孤立 波 洋 , 它 以 巨大 的 速度 向 前 滚动 着 , 急速 地 离开 了 船 
头 , 在 行进 中 它 的 形状 和 速度 并 没有 明显 的 改变 ,我 骑 在 马上 紧 跟 
着 观察 . 它 以 每 小 时 药 八 、 九 英里 的 速度 滚滚 向 前 ,并 保持 长 约 30 
英尺 、 商 约 1~1.5 英 尺 的 原始 形状 .渐渐 地 它 的 高 度 下 阵 了 . 当 我 跟 
踪 1 一 2 英里 后 , 它 终 于 消失 在 透 筷 的 河道 之 中 ”这 就 是 Russell 观 
察 到 的 奇特 现象 , 并 称 它 为 “了 天 立 波 ".Russel] 当 时 未 能 成 功 地 
证 明 并 使 物理 学 家 们 信服 他 的 论断 , 从 而 埋怨 数学 家 未 能 从 
已 知 的 流体 运动 方程 预言 出 这 一 现象 .之 后 有 甘 狐 立波 的 问题 在 
当时 许多 物理 学 家 中 引起 了 广泛 的 争论 .直到 六 十 年 后 的 1895 年 ， 
Korteweg 一 de Vries 研 究 了 浅 术 波 的 运动 , 建立 了 KdW 方 程 ,并 
俯 方程 求 出 了 与 Russell 福 述 一 至 的 , 即 具 有 形状 不 变 的 脉冲 状 的 
孤立 波 解 ,从 而 在 理论 上 证 实 了 孤立 波 的 在 在 . 

从 发 现 到 证 实 经 过 了 60 年 , 可 后 来 又 冷静 了 70 年 .原因 是 当时 
ANAFAA RETIE, 又 方程 是 非 线 性 的 ,不 满足 解 的 晤 加 
原理 ,两 个 矣 立波 碰 柱 后 形状 很 可 能 会 被 破坏 , 因此 在 没有 新 的 发 

- 268 ` 


现 之 前 , 孙 立 波 处 于 长 期 被 理 没 之 中 . 

直到 1965 年 美国 著名 科学 家 Kruskal 和 Zabusky 用 数值 模 搞 
方法 详细 地 考察 了 等 离子 体 中 孤立 波 碰 撞 的 非 线 性 相互 作用 过 
程 ,得 到 了 比较 完整 和 让 宣 的 结果 ,证 实 了 孤 衬 波 相 互 必 用 后 不 长 
变 波 形 的 论断 .他 们 的 这 些许 时 使 人 们 语 到 惊喜 .他 们 用 不 同 的 初 
始 条 件 在 计算 机 上 求解 ,研究 一 个 高 淡 和 一 个 低 波 , 高 的 追 上 低 的 
相互 作用 ,他 们 作 了 大 量 计 算 , 340 T G 34. 


Zl Sh /\ A z 
BJ 8 一 1 ABEE SEIS PE LT USA ILBB HE 8 F DJ ñi fF 38 
由 于 得 到 上 述 结 果 , 并 在 许多 物理 模型 中 相继 发 现 都 存在 这 
PERERA RATER HAEA RAFA. 从 而 性 许多 物 


理学 家 和 数学 家 都 对 此 产生 了 极 大 的 兴趣 和 注意 , 并 开始 掀起 了 
对 牟 立 波 问 题 研究 的 越 潮 .到 步 形 成 了 较为 完整 的 聊 立 波 理 论 . 


$2 KdV 方程 


21 行 波 解 


H Korteweg 一 de _ Vries 研究 浅 术 波 运 动 建 汶 的 方程 , 其 简化 
形式 为 
L, Hula ju, Í= 0, (2.1) 
称 为 Ray 丰 恕 .为 了 得 到 叙 立 波 解 .我 们 求 它 的 行 波 解 . 
EMI OCENE RRM ia A MRE AA ux, d 
二 (3) 形 的 解 , 其 中 上 一 x 一 上 ce 一 当 数 ,那么 我 们 就 称 这 种 解 为 该 
A FERIE. 
Ful d= UE E= et e= W E. TU A (2.148 
ceU'= UU HU", 


- 269- 


进行 一 次 积分 .得 


cU= U+ U” +A, 


其 中 4 为 和 分 常数 .对 上 式 乘 以 已 ”然后 再 积分 ,得 


c Prp+ 工 rr 二 AT 十 BB， 
2 6 2 
共 中 百 亦 为 积分 常数 .将 它 整理 得 
3U = — Ut +3eU2—- 6AU-6B =R. (2.25 


(DARE 3F2 OA R| 86 a: K B AEREN E akfC Un r th 
AOS —(U—c (U —e)(U-- c), 
Hoe ey, 山上 比 推 出 


1 1 
e= te +e; A= Zy Oet Cue +s 


B= eees. 
FEJRE 
30 ?=—(U— ec)(U— eU cs). (2.3) 
“yU eÉ =(cs— cy TÜ A I 
， 2 1 Ca Ce 
yt) (2.4) 
C: C3 Te Cs CI 
再 令 
a= ee €3 C £2 一 局， C2 Cp 
N 12 £a El Ci Ci 
FE. GAREA 
e dya? Apu paa 
P = (1y (k+ kiy’). (2.5) 


J PEZ. DIKOM Jac ORIRE : 


O ag Whittaker. D.T., Watson, GL N BI FA Course of Modern Analysis 
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y=cn(¿. R.)= cn č.. (2.6) 
也 可 写成 
5=| Qe) +KP) dt. (2.7) 


x 


Fi (2L. DORIC IDII A 


。 一 1 
u= U= cz +(e eJen? œ e [e+ e+e 
' 12 3 i 


(2.8) 


K=[ (1—2) kP ‘di, 


» ü 
则 有 sn K=1,cn K=0.4 KERI Hl A isn ecn 的 周期. 
4k = 0r cali O= cos é MMe — e WF, 如 图 6 一 2 中 的 出 
# r. 


FUG) 


此 时 方程 (2.3) 共 有 振动 解 


U== +a cosi /se x—(etertreəzt],. 
` 3 3 . 


C2 T Ca C3 Cz 
其 中 a 一 ,站 一 
Fk i c 9 a 3 


arie 


MA = 1H. cničn 1) =sech¿ë,, BJ] qe, e IF, 如 国 6 一 2 中 的 下 
线 厂 ;, XAAR E R S K. RKAVV A EE R A DL Q kee. 


1 
u=c+(e—e)sech°] / es "G: [z-e +e]. (2.9) 
J 12 3 
EO S o c — e =a, (2. 9y s s 
. D ` 
u= u. +a sech Jilet Sl (2.10) 
E 12 |- ~ 


这 里 故 示 在 无 穷 远 处 的 均匀 态 ,a 表 不 孤立 波 的 振幅 .从 (2.10) 可 
以 看 出 .这 种 孤立 波 的 相对 于 均匀 态 的 速 雇 是 正比 于 据 帆 的 ,而 波 
mW / marata. HRR SEER. 


Ja. =0. WA (.10)n 8 


u= 3e sech" /enc-a sech et. (2.115 
j 4 b 
这 时 振幅 一 3c. 而 波 宽 b= 2 (6 3). 
£ 
Ut 
U=0 U=0 
人 EZ r-e 
# 56 3 
HAE 方程 (2.1) 可 以 有 不 同 速度 的 孤立 波 解 
= Ya sech e — . (2.12) 


EFAA 


223 无 穷 多 个 守恒 律 


众所周知, 物理 学 中 有 三 个 重 此 的 守恒 律 , 即 质 量 守恒 、 zJ BE 
守恒 和 能 量 守恒 ,在 数学 上 , 当 一 个 物理 问题 可 以 用 形 如 
u, = L(t) 
的 微分 方程 描述 时 , 这 一 方程 对 应 的 守恒 律 是 指 可 以 写成 如 下 的 
EREHE yK: 


ĉA B 

AÈ CX 

ALAPBA- RH Auo D AAN RSA MERA STE 
度 , BER32 F a ma Pr. 4 RE X EG B0 38 PE AEH. 由 他 .1 人 3 可知 


` 


=0. (2.13) 


I= J Adx (2.14) 
Ak hj hj B] J; CJ S E hz. 
ROIS W: 
u? ñ 
H + " +u) 0 


WR (2.130 SF a J z. 
MuE DATIH AAE Mu ROUA BR 18 RJ: i 
2u 乘 以 但 .1 式 关 于 x 微 分 后 所 得 的 式 子 , 得 到 第 二 个 守恒 律 .这 样 
-起步 我 们 就 可 以 得 到 无 穷 多 个 守 蛋 律 : 
(A, +(B.), =0, n=1,2,3.::: (2.15) 
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1 1 1 
g’. B.=—u°+uu, u, 
92 “ 3 2 

1 


将 (2.15) 式 在 整个 区 域 上 积分 ,得 


| A, (x, Ddx= f ” A (x 0dr=const.=C,, (216) 


j 
E 


C= | ulx, Pdx 质量 守恒 ， 


> 1 | _ 
c,= | g(x Ddx FJ ELA IB ， 


o= | [ee D) ul, D ix pE RITHE. 


23 ”孤立 波 的 相互 作用 


Kav FEN 
Wi oun + uam 0, (2.17) 


paN KA Gu=p. P 
z 1 a — 
| (p. ), +y), +(p..), = 0. 
可 x 积分 之 ,得 
1 
pi + 6p:+pe—0, (2.18) 

让 他 dp 二 120n 六 ;代入 上 式 ; 消 去 一 些 项 ,再 合并 为 

FF, 4 Fon) -FF F, F..)=0. (2.19) 
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注意 到 (2.19) 中 含有 算 子 = L + EONS 


LAMER, + F... m0 A REL ARER, 那么 可 以 指望 对 
x 5s 营 加 求 和 来 产生 它 的 解 .现在 由 于 (2.1 多 是 非 钱 性 的 , 具有 相互 
作用 项 ,我 们 可 内 通 常 的 办 ARAE AETATEM RA: 
F=1+ F0 + FY 
Pk LMM EF AI Br Br. 把 F* 看 作 是 二 阶 早 ,… 然后 代 
ACIDI — # 31) J 3: 
[FP +F =0, 
LEPA ES 0, 5 | 3 ERY — FU Fee 
BH FU IIJ: FP=fi feh =e G=, 9), 显然 这 样 
选取 的 FS 满足 第 一 个 方程 .将 它 代入 FF% 的 方程 ,得 
{FP+ PSE, = 0 Y fi fe 


可 解 出 
二 一 (mw: +z, y fı f 
”使 人 感到 惊奇 的 是 , Fe= BFm 一 … 一 0. 于 是 我 们 得 到 方程 (2.19) 的 
精确 解 为 
F=l+f tft TEE) Afe (2.20) 


我 们 注意 到 ,在 此 表达 式 中 相互 作用 现 仅 含有 fsf。， bag pipu pun 
这 个 结果 可 推广 到 N 个 # 上 . 设 F"'= Èf. 则 FS 合 有 # 有 0 半生 项 ， 


而 没有 #0 ==1, 2, 项 .Fa 含有 上 hf G b= DB, TRE Pr, 
Q=FJE=1,.2,.. . N ISe E AUA P 含有 六 户头 .于 是 


F=1+} f + y a.f, fa + > Z mp feli +. +a ff fa. 
d iR dike 


(2.21) 


` 275 ` 


= J- a 2: m 
af pA HEW] * F= det | Fpa | id H: 中 FL, 一 Chon + f. * 
Xm tz, 


现在 考虑 六 一 2 的 情形 ,由 5 一 3p. =19(nP),., K FJ K ih K 
(2.20), 可 得 KdV 广 程 (2.17) 的 解 的 表达 式 : 


te eA "Ga Lzy efir: HARP) 


Sm _ x =Z: 
12 l 
tfta Ps ww == ) ff 
(2.22) 
ñi f. =exp[ =z (=s; ) tl, j=1,2. 
我 们 考虑 个 孤立 波 解 
ju = az ee ia 0 5 
HĦopo= yy xt. = sx Eu Hf=e e + 来 表示 : 
A. 
12 (1+- p° ` 


A= IF, ou R KO (BL. be KO B Aous 32. BoR K (8 Bu Et 23 
-g(x ms} ta t= 0, 昌 x 二 8 十 x? 开 , 波束 c= 二 x .为 考察 它们 的 相 瑟 
作用 和 用土 oo 的 渐 近 状态 .充分 利用 艇 的 用 达 式 (2.22). 下面 我 们 
分 几 种 情况 讨论 ， 

D Ea MERE. NSl. F AB Cad Is, 

a) i=l, fs =ç 1. JA (2.22)n] l 


ó zf, 


12 (+f 


BEADRA Tz iE. 
b) fA S1, fa>> 1.JA2.22)PJ KI 


| == jz 
ÖL m I 2 až fa 


ls jx 7 一 
(1H EAA a+ F 
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z 


Í. =í 22, ) fo 


~ Z FZ, 


此 时 从 为 弧 立 子 x, 波 ， 为 


s =s ,— ln( nta), 


Gi) i DRR E. fal. ARARIRE AORA T 此 时 
Mar Tei. 

GHD A ARRIR Ke in 0. 

(v) fz 1,21. 982 SAI #1E HI be. 

现 没 x >x >O r 0838 EF ,法 的 情形 . 

Ho 一 co 过: 

zi: fl, =s trii 


f: =e Xir sAr e Ke t E a A 
=<] (> eco. - 
FEAA iE, HEEtA Ers Heita AIT. T. 
O lt 
i fxh ys zin( = +£. 
ERA >l G> eo. RE 

1 X txi Laë 
X= S; z, if zera) xət 


RE 23 a 08 ELB yu az 0(f. f. IM Kuki |o. 
B It 十 HT: 


: 1 
yd: x 二 8;- zn +gsit.f. z kfl. 


1 


(ota ) 


Xii Ssa pal, fæl. 
其 余 处 : óu x 0. 
1 BAERI: PR AA CE ERI S Biana. 快 波 xz 位 于 前 水. 
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PEJE H RAE RI PE tE 


a a 1: 1 . l: 
zik i a, 


S Za 1 yy 
IKEF 一 nl — x y 


SEPRE S. 
Af S1. fx AEE ISES, Bb 2 HiS si T t= s, + xt 
解 得 ) 
1 i OZRT is 
2: 21 Ki 21 


3， 三 次 Schridqinger 方 程 


31 方程 来 源 


非 线性 喜 次 Sehroqginger 方 程 沪 
lu, Tit rr (ul u50. (3.1) 
或 出 一 般 的 形式 : 
t — Yu yu h jul u. (8.2) 


PRSP tiñay=z —oi= /— liña Bi. P Z. E RE 


BE ATTA BBB uj S RAEE rg fl t, ZEAE ZETE 2 DU lll h 
流 中 ,有 方程 


A A - . . 
oik L r -° +Z + 0 83) 
t t ` F ror? 0 


Cok 


H pi = aet, 0 = kx wt t slx, ry, RAIER, n= = na + 


t 


一 DEPA ETTE i mn = LEEA E R ERT R. 


e A Jr B! 
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-证 Rš ||== Rki — po— bs. (3.4) 


HE. WZA rik Langmuir; -AER 68 BJ H BR: EE 2 
Eh A RIR, E ERE Fo RB E TTE E 8 1 Ha sh hg 
Ginzbug 一 Dandau 方 程 等 , 均 可 用 非 线性 Sechr5dinger 方 程 来 描述 . 
3.2 行 波 解 
现在 考虑 方程 (3.1) 的 行 波 和 解 . 今 
WX =e Hui) C=x— Dt (3.5) 


HE rn sH ARRE KRG D= 常数 ,将 此 5 的 表达 式 代 入 (8.1), 可 得 vw 
应 满足 EITA DA Y F: 


v” tir Dyw" tis riw huli v=. (3.6) 
取 " 一 号 .szeg>g, 消 去 or 项 .得 
1 一 和 十 ss. (3.7) 
Lu EIEI. PA FT 
二 A 二 x 四 一 (3.8) 
当 r0, A=0HF. 可 得 
ux. s= (2 seeh VE (x— DÀ. {3.9) 
v z 


m3, Jul’ >x sech' Je (x— Di). Role. DARA ERE 
sech? IEE HE J E KAV J 98 ar E B A -eA A. PR m. PK HE 15) E 
EEDE a. De ba AE TE A y R 
HEER PHS. DAJE 一 般 形 式 的 解 : 
u(x) = ó (x. Dee, (3.10) 
Bali ó OBDA S. MORO KOK. b AERE 24 (3.10) Š 
ACTIA JE 3 ñ en Abu fir 
二 一 二) (3.11a) 
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由 由 ,十 2 中 ,小 十 由 ,一 0. (5.11b) 
ü= 0(x—- D.t). ó = ó(x— DDD, 代 人 人 .11 得 


$. +D 60. — tHo =O, (3.12) 
60.+20.0 — D$, =0. (3.13) 

EGIDA HEHE w EF. 1 
$20, — D.)= (D. (3.14) 


Hpi) = 0, 得 0. = D: 11 tt 入 (3.12) 式 , 并 对 x 积分 ,得 
-d dọ 


— sy Dt. (3.15) 
其 中 
' 1 
p($)=— y, $ *+—(Di-2D D) $: +C. (3.16) 


tiC=0. D- 2D D: >0. I $ = 0p $ = 0 E8g im 4-3 


2 
Jb = +, ó = _ D: 2D D: JE 
< 2r 
由 = | J> 中 D | (3.17) 
í. 
ASIE — 5 >F. 
E é 
+ ri 
9 P ŽD 
[16 5 


#uRp($)<0, E Z Ai fE r TIE C0. MfD: 
2D) i +ECO 
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" 2 
c> -H2 D.D.) 


Be. 2 
ACOH p PAAR E d t p, WEG- 6 上 所 未 . 


o zn 
4 6--6 
此 时 积分 为 贡 回 明星 
z r —1 
— i jf ] 
#=$%|r—i— re Dl] e18) 
HPR Msn Amod s= 1— 5, 


$4. Sine 一 Gordon 方 程 


41 方程 来 源 


比 玫 dv 方程 更 为 简单 的 方程 是 非 线性 及 lein — Gordon} fE: 
Pe — p. + V'($)=0, (4.1) 
其 中 (gp) 为 g 的 某 合理 的 直线 性 国 数 .方程 (4.1 是 -个 有 用 的 
民 型 , 它 出 现 于 各 种 物理 问题 中 .Vwp) 二 sin pp 的 情形 龙 其 如 此 .这 
时 方程 


Pu (p. sin p= 0 (4.2) 
称 为 Sine 一 Gordon 方程 .这 个 方程 最 初 不 是 在 流动 问题 中 出 现 
的 , 而 种 在 研究 苘 斯 峙 率 关 二 一 1 的 粗 而 的 儿 柯 学 癌 题 时 出 坝 的 . 物 
由 问题 有 
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(1) Josephson E Hi mk. H'rlisin gA TWA Fa SE LK 2 [nj 
的 一 个 绝缘 体 的 Josephson 电 流 . 电 讨 正 比 汪 tp . 

GD daph TRD HEP h sin ep 十 让 于- 源 子 排列 的 周期 结构 . 

Gii 铁 磁 质 中 带 有 磁化 方向 旋转 的 波 的 传播 . 

(iv) 两 态 介质 中 的 激 开 脉冲 , 其 中 变量 也 可 以 借助 于 旋转 失 
ERJA. 

(v) Scott 进 一 步 描 述 了 地 所 构 造 的 力学 模型 : FERNE 
山 经 上 以 密集 的 间隔 固定 着 许多 刚性 拉 , 沿 金属 丝 传播 的 扭转 波 
服从 波动 方程 , 而 这 些 摆 提 供 了 正比 于 sin wp 的 恢复 力 , 这 里 9 为 外 
位 移 .Scott 能 够 产生 和 和 sine 一 Gordon 方 程 的 许多 解 相 对 应 的 波 . 
可 以 得 到 十 绕 o=0 作 半期 振东 的 解 旅 . 


42 行 波 解 ,周期 波 列 与 孤立 波 


求 (4.2) 的 行 波 解 p 一 中 (, E= xet, RANEI 
dcos$ _ deos* 1 
ae o de pr 


-ceh =en $ó = 
以 多 琵 方 程 两 端 ,积分 之 得 
Hene 1 41~—cos é = A, 


或 
tl, 2—1) 9 29 nA (4 3) 
z€ Sl 3 =A, .. 


HPA 48084 RAIRA ae SZ. 
可 以 分 为 以 下 各 种 情形 : 
(ü) UZA <2, ¢*"—1>0, 
XE ó fE ó SORE — $, < $ < po KIFE F PR A 
解 ,其 中 I 
AN 
= 2arcsin( 分) 2 ， 
(ü) D<A<=<2, @—1<0. 
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AEE pH p =ni, En pad hcnt oo WR RA 


的 周期 解 ， 
(Gü) A<0, t —1=<0. 
这 些 是 满足 ， 
íl neh 
4 一 土 [4 十 2sin 2 y 


的 螺旋 形 波 , 由 单调 增加 或 减 小 . 
Gv) A>2, e — t >0. 
这 些 也 是 螺旋 形 波 , 满足 


6 一 + 上 全 于 (4 283n7 A, 


(v) BIRJA =0. ce 一 1<0. 
这 时 (4.3) 的 解 为 


tan(- 生 )- texp{(1—e) (Ee) (4.4) 


对 应 的 边界 条 件 为 四 ( 土 o9) 二 0(mod 27), ó (+ oc)=0. 
它们 代表 大 小 为 2r 的 单 担 结 .如 蝎 两 个 符号 都 取 正 号 , 它 是 从 


x= —co#k $ =0#|x= + ook d = 2mB- -个 正 扭 结 (pinkR), 见 图 6 一 7. 


2r 


í 
EG 了 PPRA 
RADA SRS, 它 仍 然 是 -个 正 捏 结 , 不 过 是 从 
x 一 一 co 处 的 由 = 一 2r 变 划 z 一 十 co 处 的 由 三 0 
如 果 两 个 符号 相反 , 则 给 出 反 扭 结 (antipink). 见 图 6 一 8. 


(vi 极限 情形 4=2， ce 一 1>0. 
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O 
BJ 6-8 mHE 
这 时 (4.3) 的 解 为 
0 + x 
tan[ 了 
这 个 解 代 表 一 个 在 由 三 一 rr 和 由 一 x 之 间 的 执 结 ， 

以 上 结 和 6 是 不 稳定 的 ,螺旋 形 波 (iiiy 和 (ie 古称 定 的 , (wi) 是 
完全 不 稳定 的 . 因为 它 此 求 在 无 穷 远 处 由 = 廿 工 例如 存 Sceott 捍 模 
开 中 ,这 对 诬 主 摆 处 在 钳 直 问 上 的 位 置 .(w) 是 我 们 所 要 的 旗 立 波 
解 . 回 到 方程 (4.2), 解 可 全 为 


j=exp{+ Ce:— D *(2— l. (4.5) 


= T Ë ` 
TES, pel <i 


olx. DT $ (č)=4arctan exp| + - 
J15? 


(4.6) 
43 了 acklundqd 变 换 
Ho. w Æ&Sine 一 Gordon 方 程 (4.2) 的 两 个 解 : 


PrE Pa TSING , Ú ==. sin y. (4.7) 
upi, l. Futo e FJ g 


a U U 
Un = Ma 2sin 2 cos ə' (4.8) 
. U u 
Un 一 pr 一 328 一 coOs 一. (4.9) 
2 2 , 


AiR Bäcklund amm T E R on di. 
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t = FU U u U), 
| | (4.10) 
D, = Glis Vs Uu. DU.) 


使 得 rz 和 ua 是 人 区 049 的 解 .事实 上 , AE RA S FAG. h (4.10 
的 第 - - 式 对 1 求 导 得 
u = F, F+ F, G +F, wt E Vo (4.11) 

H gus. v E Ua a: 

la = F, u, HE; u +E, us EF, Us 

Ux = Gu u, +G, u, + G,, Urt G., Vse 
代入 (4.11), 得 

u =F, F4 F, G+F. (Feux +E; U )+ F. (Gu Us + G. o.) 


+(F2 +F,. G, uat (Fa, Fe, HEF., G... u... (4.12) 
将 (4.12) 和 (4. 人 0 作 比较 就 导出 
Fi +F. G. =1, F, (F, +G, )=0. (4.13) 


EREA, HOIDOSSA SE48 
v =G, GAG, F+G. (G. us +G. uit Gi, (F. vs + PF, t) 


HG, + Ge, F. Wwa (G. , Ga, Gu, F... (4.14) 
HEMSE Fu pe 8k Fp tH 
Ga +G, F. =1, Gu (Ge, + F. .)== 0. (4.15) 


用 (4.13) 和 (4.415) ,我 们 可 得 下 面 的 结果 
F., =G, 50. Fe, 51l, G, =l. (4.16) 
风 此 ,我 们 将 变换 式 人 4.10) 化 简 为 下 面 的 形式 ; 
人 =u. T/lu,u), 


lx 


(4.17) 
u =u Fg(u,b). 
EH F BI. 下 导出 
f. =0. f. f-f.e—= —2sin ° cos ° ， 
| (4.18) 


g, =Ü, #.g+g,Ff= 一 28im ° cos 5 
山 此 就 得 到 
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/=2jsiny ， g= ——sin—. (4.19) 


HA EOAR. 
凡 些 , RITE RK Bäcklund ii 3 


u 
, =u, 十 2ASinm 一 ， 
r u Asin", 


__ 2. H (4.20) 
lh, L), ; SL 9 ` 
Te l EEUE PPS Er ft, tq 
十 
== Qp. - j! l SI p 9 Y : 
¿ 2 
sa í. L noty (4.21) 
i, = q, Hain 了 Fü; ə ` 


Bpi eA TEk iy Bäcklund ii. AH aD 6 23551: SURE o 
HENEN 8 EZ R E ATE AR t. REL 
HSine — Gordon FHAD- -Aio IAMA H1(4.21)2R E 03 
另 一 个 新 的 解 .例如 ,已 知 p= 一 0 十 方程 仁 DAME (i (4.214898 ERII 
S fg AF 满目 Fi 
r, = ¿sin a + ; sin 5 =+ 1 jein ° ， 
y: = isin + sin =( A+ pin”. | 
i 285 R Sine — Gordon J ER AE: (422p - aei 
第 二 式 对 1 分 别 积 分 ,得 


i ] 
In | tan 了 | =H; +—)=+p(); 


wv ly . ls, 
In | tan P | Pai A f k F g(x). 
ikta 
pit) H; | La) Sp T=const=6. 
2: ⁄ g ` a 
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因此 有 


f 1 ` 
w= 4arctan exp[ ++ 二 jz 二 H A+ masl! 


a= EALO PJER. 
MRE (TD. =a, WSine - Gordon 方 各 


(PEA 


gin gy. (4.23) 
n 


这 个 方程 有 特定 的 几何 意义 : HoR ML Jr mE. TA 
WERKE EF MTW E pipa. 
c e 
CECH 
因此 ,Sine 一 Gordon 方 程 即 为 = 一 1 的 曲面 方程 .下 = 一 1 的 旋转 
曲面 具有 加 6- 9 中 的 三 种 


AAN 


k 6-8 K= 103 kEi 
在 们 ,让 种 标 系 中 Ba&cklund 变 换 (421) 可 写成 
e 一 十 2 i te ; 
q ČR A 2 
(a ó _ E £? | oigin amta (4.25) 
cë ČE 
Lamb(1967, 1971) 就 是 利用 这 个 变换 来 人选 次 产生 Sine 一 Gordon 
方 和 在 的 新 解 的 . 


44 了 琶 空 波 的 相互 作用 


利用 Haierlund 杰 换 和 Bianehi 交 换 性 可 以 迁 到 两 个 拆 立 波 的 
- 887- 


=— Ksin o. (4.24) 


HI 11: R. 
证 已 天- -Hipo HSG 2: = Bäcklund A rE Epo 再 川 参 


数 2 tE e p. WR MAE p i EB Bäcklund EH F 
HRR PIR BL ESU ETN or Bianchi 6 FE s te :说 
m=, RENHA .10( 称 为 Lamb 的 ) 表 示 如 下 : 


E e 


图 6-10 Lamb] 
HHA r Kat ish E. RE pa K LD AR A L F 
RRT i LE 


H 2 Al 2 EN 2 
=- sint t, . (4.26) 
Z: 2 


sin ， 
CH 2 A: 2 cH 2 
1 .Pts 
一 人 Sin A. 4.27 
L 2 (4-27) 
在 (4.26).(4.27) 中 各 自 两 式 机 加 得 
£ (Pfs j= 1 sim: 1 sint Ps 
CRS 2 7 Z 2 22 2 
四 - ,十 ， 
=L pint e lin Pi (4.28) 
从 2 A1 2 


FJ£É 80. Ra Ja sk(4 2550893y_ Casni 
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O gite, 一 8j t PL 
一 = ksin 
EG 2 
a (4.29) 
E @ TP, =; sin Pa 
= ¿s 
ë 2 2 
c Q e; =; gin e 
č a2 | 2 
a (4.30) 
C tP, aj P Pa 
ac a2 k 2 
将 (4.29)、 WAN H PRAIRIE 
Kuwa Pafs) =; sin” Po P jin t 
a 2 | 2 P 
=; sin — P: — J i e 一 es (4.31) 
2 2 
由 (4.28) 和 (4.31) 可 导出 
Ga~ åptan E= (ii Hitan te, 
4 4 
aR IE 
tan 安 一 和 一 AT tanp f (4,32) 
4 #1 C 2 4 


这 个 方程 表示 : LEAP ;Ps 时 即 可 求 得 第 由 个 解 9. 
特别 地 , :wo 一 0 时 


“+; 一 
os 一 4arctan| 全 tan 2 -| (4.33) 
hl A 4 


而 出 (4.26) 和 (4.29),(4.27) 和 Id4.30) 中 的 第 KM o — 0 u[ 2 uit: 
| tan -人 一 expl é+), A 30) 
tan 2 =exp[¿ ¿+ L), l 
1; 
Fe dÀ A G.S). 4 
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EA fo A 
. . 十 一 一 | 一 一 
Li TA exp[⁄ 1 AI ) exp ( °> Z: ) 


tan = = -一 全 一. (4.35) 
A 1+exp(2%č +- )exp(4:č +<) 


ER EA ADET WERS AT WE AEA I z, ERR T Ap hg H 
HER. 
Sa EHEAR TH 


.  ， ， 1 十 
取 让 二 X20， 六 二 te, c>0, EFH, 
-e 
. 1 1 1—c . _ 
h=, —=——, —e>0, 传播 速度 相反 . 
A 1+c 
# Rz zl 
... 1 t 1. +et 
ito, Let pm, 
À 1—e 2 — 
由 {4.34) 式 .得 _ 
) x et 
tan =exp ). 
| ( 17e 
t ifa ( ytet ` (4.36) 
an— =exp 一 天 -一 一 |， 
4 Z1 ce ) 
于 是 得 
et 
f sinh reee 
1— 2 
m =4arctan 一 一 一 一 {4.37) 
c cosh : 
1—e 


REEMA E Zñ(pink — pink) 相 互 作用 ， 
例 2 EHAA. 


取 和 4 二 2>0,7%4 二 一 十 .于 是 有 
4 
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xet 
p i= 4arctan exp — j: 
darct ( x+et ) 
|Á = 4aretan exp| 一 一 天 一 一 |. 
I AT 一 号 
. x 
esanh r~~ 
` / 1— c 
! zi - (4.38) 
cosh 
vlc 
这 是 正 扭 结 一 上 反 所 结 (pink — antipink)#H H.E Ri. 


为 了 看 清楚 (4.38) 代 表 丙 个 弧 立 波 的 相互 作用 , 注意 当 
t 一 土 co 时 它 的 性 态 , 这 由 下 式 给 出 ; 


i ( xtc ) 。 | x— cei ) 
一 一 cos 一 exp 一 天 一 -| 一 一 ， 
NA e J1— e 


gs = 4arctan 


i> + c ex ( xet j+: ep xe ) 
= To, (BË C = : 
i P l~e Jl e 

WW RTH AAEE BY E A aah R pk. GE 
Eoas Et Jx = — oo A. Pf, JE EEA tE HIS EN EM 
结 而 出 现 .指数 外 面 的 内 了 ce 可 以 作为 x 的 位 称 而 吸收 到 指数 中 去 . 
HTH HERA, 从 一 co 人 射 的 下 扭 结 位移 了 2 1 一 m 正 扭 结 
和 上 反 所 结 相互 作用 , 当 1= 十 oo 时 它们 是 相互 吸引 的 , 相 碰 时 加 快 
速度 ,相互 作用 后 又 分 开 . 

Bäcklund Y HARET EEL. 可 肥 ? 为 复数 : A= p+ ig, 2 = 
pp 一 9: 户 十 9 二 1,p.9 为 实数 .ww)、pz 均 为 复 的 , 但 得 到 的 bs 却 是 实 
的 : 
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lte” . 
= Aarctan te ， (4.39) 


e cosh— 
N lte / 


_ 1 c . . z 
J HF i | kp = ,全 一 .让 于 sin 的 性 奈 , PHH SI 
p Jite 2 Jite í š 


Hut. 靠近 叉 分 开 , 是 振动 的 , 称 为 呼吸 也 (breathers). H H Je X 
问 时 往 前 跑 . 
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